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《现代 偿 辑 从 书 》 出 版 说 明 


现代 于 辑 内 容 很 丰富 ,特别 是 符号 逻辑 或 称 数 理 逻 辑 , 包 括 几 
个 分 到 ,如 : 妈 辑 演算 ,集合 论 , 模 型 论 ,递归 论 , 证 明 论 等 。 在 古典 
逻辑 演算 以 外 ,近年 来 模 态 逻辑 有 了 很 大 的 发 展 . 它 又 被 称 作 普 学 
逻辑 。 

符号 加 辑 不 仅 内 容 丰 亩 ,还 和 许多 学 科 如 哲学 、 数 学 .计算机 
科学 .语音 学 及 心理 学 等 有 联系 .影响 及 于 这 些 学 科 , 有 些 影 响 其 
对 是 带 根 本 性 的 。 

我 国 大 学 的 逻辑 专业 ,计算 视 专 并 ,数学 专业 ,哲学 专业 等 ,部 
开 说 和 得 导 还 辑 有 关 的 课程 ， 

但 是 ,这 方面 介绍 性 的 书籍 和 教材 在 国内 还 不 多 见 .本 从 书 的 
日 的 是 提供 一 批 铬 述 简 明 易 履 和 不 震 旨 较 包 数学 知识 的 入 门 性 书 
籍 和 教材 。 

‘现代 政 辑 从 书 ) 被 列 入 国家 第 七 个 五 年 计划 期 间 重 点 研究 混 
题 , 由 北京 大 学 哲学 系 逻 大 教研 室 王 宪 钧 教授 主编 ,教研 室 及 校外 
任 环 教员 执笔 编写 。 
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第 一 章 
导言 和 预备 知识 


递归 论 是 数理 逻辑 的 一 个 重要 分 支 , 它 与 证 明 论 .模型 论 及 公 
理 集 侣 论 合 称 “ 四 论 ”, 构 成 数理 迎 辑 的 核心 内 容 .递归 论 也 叫 闸 计 
算 性 理论 , 它 所 研究 的 对 象 是 递归 丫 数 (也 叫 可 计算 函数 ) 及 其 定 
尽 域 .对 于 递归 函数 有 许多 不 同 ( 但 和 被 此 等 价 ) 的 定义 方法 ,这 些 定 
义 的 目的 都 是 为 了 刻画 直观 的 “算法 "概念 ,因此 我 们 的 讨论 也 就 
从 算法 入 手 。 


$1.1 算 法 


算法 (algorism) 世 叫 能 行 方法 (effective method ) 或 能 行 过 程 
(effective procedure) ,是 一 个 相当 古老 的 概念 ,其 历史 可 以 上 潮 到 
古 希 腊 时 代 。 著 各 的 阿 基 米 德 饶 转 相 除法 和 奥 拉 斯 皂 散 纳 筛 法 就 
是 古代 算法 的 两 个 杰出 范例 。 我 们 不 妨 以 它们 为 例 分 析 一 下 自 法 
的 基本 特征 。 

例 1( 阿 基 米 惩 驾 转 相 除法 ) 和 任 给 两 个 正 整 数 六 和 可 以 
按 如 下 方法 求 得 它们 的 最 大 公约 数 (mn)， 

(1>》 先 用 其 中 一 个 数 去 除 另 一 个 数 , 比 如 用 二 去 除 普 。 如 果 能 
除 尽 ,除数 n 就 是 最 大 公约 数 ; 如 果 除 不 尽 , 有 余数 mm(0<ri<a)， 
进入 下 一 步 : 

《2) 用 上 一 步 所 得 的 余数 (可 王 ?去 除 上 一 步 的 除数 ( 即 2 ,如 
果 能 除 尽 , 则 这 次 的 除数 就 是 最 大 公约 数 ;如 果 除 不 尽 ,有 余数 

-3 


rzfD<<re<ry 风 再 重复 本 条 的 过 程 ， 
由 于 每 除 一 次 余数 都 会 减 小 ,因此 在 有 穷 次 除法 之 后 总 可 以 
使 余数 成 为 0( 除 尽 )。 这 最 后 一 次 除法 的 除数 就 是 我 们 所 要 找 的 
最 大 公约 数 (m,n)。 比 如 我 们 要 计算 75 和 27 的 最 大 公约 数 
(75,27), 可 以 如 下 进行 ， 
QD 先 用 27 去除 75, 商 2 余 21( 即 =21)， 
加 再 用 21 去 除 27, 商 1 余 5C 即 +,=6); 
多 再 用 6 去 除 21, 商 3 余 3( 即 +,==3); 
他 再 用 3 去除 6, 商 2 余 0( 除 尽 )， 
于 是 (75,27) 一 3。 
例 2 路 拉 斯 托 艇 纳 嫌 法 ) 任 给 正 整数 和 ,可 以 按 如 下 方法 
(1) 依次 写 下 从 2 到 和 的 全 体 正 整数 ; 
(2) 在 第 一 个 数 2 上 画 一 个 图 (以 示人 保留) ,然后 在 2 的 其 他 
倍数 上 画 X( 以 示 删 除 ); 
(3) 在 未 作 标记 ( 圈 或 x ) 的 最 小 的 数 上 画图 ,并 在 该 数 的 其 
但 倍数 上 画 X# 反 复 进 行 这 一 过 程 ,直到 所 有 的 数 上 都 有 标记 为 
止 。 这 时 , 面 圈 的 数 就 是 jw 以 内 的 全 部 素数 。 
比如 我 们 要 作 10 以 内 的 素数 表 ,其 具体 过 程 如 下 ， 
(1) 先 写 下 从 2 到 10 的 全 部 正 整 数 ， 
234585678 9 10 
(2) 图 住 2, 并 在 2 的 其 他 倍数 上 打 x ,得 到 
辐 3 米 5 站 7 了 发 9 二 
(3) 图 住 不 带 标 记 的 最 小 数 一 一 3, 并 在 3 的 其 他 倍数 上 打 
x ,得 到 
四 5k 7 Ww 
《4) 图 住 不 带 标记 的 最 小 数 一 一 5, 并 在 5 的 其 他 倍数 上 打 
X ,得 到 
7R 了 A 0 
4 


(5) 围 住 不 带 标 记 的 最 小 数 一 ?7。 至 此 所 有 的 数 上 都 有 了 标 

记 , 这 程 结束 。 我 们 得 到 10 以 内 的 素数 表 ; 
2 3 5 了 。 

从 上 上调 两 个 例子 可 以 看 出 算法 的 基本 特征 是 ， 

1. 所 有 动作 都 严格 按照 事先 给 定 的 (有 穷 多 条 ) 规 则 进行 ; 

2. 每 一 步 究竟 按 哪 一 条 规则 行动 也 完全 是 确定 的 一 一 或 者 
由 规则 直接 确定 ,或 者 由 规则 和 上 一 步 的 结果 确定 ; 

3. 整个 过 程 在 有 穷 步 内 结束 。 

如 果 用 一 名 更 通俗 的 话 来 说 ,所 谓 算法 就 是 一 种 死 办 法 ,利用 
算法 解 题 并 不 需要 特别 的 陪 朋 才智 ,只 要 严格 地 照章 办 事 就 行 ,无 
论 是 谁 来 做 ,其 过 程 和 结果 都 完全 相同 。 

利用 算法 所 解 的 问题 ,大 致 可 以 分 为 两 类 :一 是 计算 函数 ,二 
是 判定 是 非 。 对 于 一 个 耳 数 ,如 时 我 们 能 找到 一 个 计算 它 的 算法 ， 
就 称 该 函数 是 能 行 可 计算 的 或 算法 可 计算 的 ， 

所 谓 判 定 是 非 的 问题 ,是 确定 某 一 类 对 象 ( 比 如 自然 数 ) 中 的 
任何 一 个 5 或 斤 个 ) 是 否 具 有 革 种 性 质 ( 或 某 种 关系 )。 如 果 我 们 能 
找到 一 个 算法 来 解决 某 个 判定 问题 ,就 称 该 问题 是 能 行 可 判定 的 
或 算法 可 判定 的 ， 

例如 , “一 个 任 给 的 自然 数 是 否 素 数 ”“ 一 对 任 给 的 自然 数 是 
否 互 素 ?“ 一 个 任 给 的 整 系数 一 元 二 次 方程 是 否 有 整数 根 ” 孝 是 能 
行 可 判定 的 问题 。 

自古 以 来 ,算法 就 是 一 个 重要 的 研究 课题 .直到 本 世纪 初 年 以 
前 ,人 们 一 直 满 足 于 直观 的 算法 概念 , 那 时 ,人 们 普遍 认为 (可 能 并 
不 完全 自觉 ), 对 于 有 关 自 然 数 的 种 种 问题 ,这 类 算法 总 是 有 的 , 研 
究 者 的 任务 就 是 把 它们 实际 找 出 来 。 1900 年 希 尔 伯 特 所 提出 的 二 
十 三 个 著名 的 间 题 中 ,就 有 一 个 判定 问题 一 一 第 十 问题 . 希 尔 伯 特 
对 该 问题 的 陈述 是 ， 

抬 出 一 个 过 和 惟 来 确定 任意 的 整 采 数 习 番 图 方程 是 否 


有 (整数 ) 解 .中 
希 尔 伯 特 是 直截了当 地 要 求 给 出 这 样 一 个 算法 ,而 不 是 要 求证 明 
存在 这 种 算法 。 这 表明 在 那个 时 代 这 类 算法 的 存在 性 并 未 受到 怀 
疑 。( 当 然 ,现在 我 们 已 经 知道 希 尔 伯 特 所 要 求 的 算法 并 不 存在 。 

但 是 ,此 后 三 十 多 年 的 发 展 却 使 人 们 改变 了 看 法 。 人 们 逐渐 感 
到 所 期 待 的 某 些 算法 (如 谓词 演算 的 判定 算法 ) 可 能 并 不 存在 。 但 
是 ,要 想 证 明 一 个 算法 不 存在 ,就 不 能 再 满足 于 算法 的 直观 概念 ， 
而 需要 对 它 作 严 格 的 数学 刻画 了 。 在 二 十 世纪 三 十 年 代 , 波 斯 特 、 
哥 德 尔 . 丘 奇 . 图 灵 、 马 尔 科 夫 等 人 分 别 从 不 同 的 基 度 对 算法 概念 
作 了 严格 的 刻 曾 ,他们 所 定义 的 函数 类 ,就 是 本 书 所 要 讨论 的 基本 
对 象 。 


8$1.2 部 分 函数 


尽管 我 们 也 时 常 说 及 实数 的 计算 乃至 复数 的 计算 ,但 我 们 实 
际 上 所 能 做 的 只 是 对 有 理 数 .整数 ,自然数 的 计算 。 而 对 有 理 数 的 
计算 可 以 归结 为 对 整数 的 计算 如 上 一 个 确定 小 数 点 位 置 的 定位 
法 ,和 而 对 整数 的 计算 又 可 专 归 针 为 对 自然 数 的 计算 加 上 一 个 确定 
正 负 号 的 符号 法 则 。 因 此 实际 的 计算 问题 的 核心 是 对 自然 数 的 计 
算 。 

今后 本 书 中 所 讲 的 “ 数 ” 都 是 指 自然 数 ,“ 和 集合 ”都 是 指 自然 数 
集合 , “谓词 "(“ 关 系 ”) 都 是 指 自然 数 上 的 谓词 (关系 ),“ 消 数 * 也 都 
是 指 自然 数 中 的 函数 。 我 们 用 N 表示 全 体 自 然 数 所 组 成 的 集合 
《全 集 ) ,部 

N= {0; 1; 2, "…}®@ 


(rr 


人 DD ”所谓 刁 普 图 方程 指 的 是 只 讨论 其 整数 风 的 整 系数 才 项 式 方程 。 
国 与 荣 虚数 学 分 支 不 辣 , 在 递归 论 { 乃 至 整个 数理 办 辑 ) 中 ,都 是 把 0 作为 自然 歼 
的 。 . 


一 . 个 . 一 


以 后 ,我们 用 小 写 的 拉丁 字母 <，y，*，… 表 示 在 N 上 取 值 的 变 
元 ,用 大 写 的 拉丁 字母 A，B, C,… 表 示 自 然 数 集 或 自然 数 nn 元 组 
的 集合 ;用 大 写 的 拉丁 字母 P, @, 尺 ,… 表 示 自 然 数 上 的 元 谓词 
(关系 )。 

在 讨论 递归 函数 时 ,我 们 不 仅 要 考虑 对 全 体 自 然 数 (或 自然 数 
的 全 恒 “元 组 ) 都 有 定义 的 那些 函数 (全 困 数 ), 也 要 考虑 只 对 一 部 
分 自然 数 ( 一 部 分 ”元 组 ) 有 定义 的 函数 。 

定义 1.2.1 设 n 为 一 个 任意 固定 的 正 整 数 , ACN". 从 A 到 
NN 中 的 映射 f 

了 了: A—N 

称 为 二 元 部 分 函数 ,简称 函数 .如 果 4 一 入, 则 称 上 了 为 ”元 全 通 数 ， 
的 定义 域 记 为 dom 了 ,了 的 值 域 记 作 ran /， 

例如 自然 数 的 加 法 .乘法 都 是 二 元 的 全 通 数 ,而 减法 和 除法 则 
都 只 是 部 分 范 数 而 不 是 全 画 数 。 

定 兴 1.2.2 设 ” 为 任意 固定 的 正 整 数 , PP 是 自然 数 上 的 ” 
元 谓词 ,集合 

(far) | PCr Tr) 为 真 } 

称 为 谓词 的 外 延 集 ， 

定义 1.2.3 设 为 任意 固定 的 正 整 数 ,， ACN" 是 w 元 组 的 
集合 ,函数 


1 当 (z1," x) EA, 
Ca ss) = 当 (xj py) 让 及 。 
称 为 元 组 集合 4 的 特征 函数 。 


定义 1.2.4 设 w# 为 任意 固定 的 正 整 数 , 已 是 := 元 谓词 ,函数 
1 当 Plan ye Zn 为 真 ， 
0 当 Pz ,Xa) 为 假 ， 
称 为 a 元 谓词 PP 的 特征 崩 数 。 

由 定义 容易 看 出 ,特征 函数 都 是 全 函数 ; 1 元 谓词 的 特征 冰 数 
就 是 该 请 词 的 外 下 集 的 特征 溺 数 ， 


人 PC 二 一 | 


— FC 


定 儿 1.2.5 人 设 了 为 n 泡 部 分 消 数 ,函数 
fT 本, 如 果 ( 人 (rz Edom 下， 


有 《Fi Tn) = 人 如 果 (z ,xz,)tdom f, 
称 为 地 的 补 全 函数 。 

补 全 函数 当然 都 是 全 函数 .全 函数 的 补 全 丽 数 就 是 它 自己 。 今 
后 , 当 (z :yn 人 中 om 产 时 ,我 们 就 说 f(x 3" za 有 定义, 记 作 
了 dom 时, 我们 就 说 Freeyzv) 
无 定义 , 记 作 六 rz 。 

对 于 两 个 :元 蚁 数 上 和 zg, 当 我 们 说 f==g 时 ,我 们 的 意思 是 
下 面 两 条 同时 成 立 ， 

1, dom 7 了 一 dom g:; 

2， 当 /zi 和 gcc 都 有 定义 时 , 郴 数 值 相 等 ， 
晶 


FT sr) = gr Ln) o 


第 二 章 
图 灵 可 计算 函数 


本 世纪 三 十 年 代 ,， A，。M， 图 灵 (Turing) 研 究 了 人 作 笔算 时 
的 动作 ,他 把 这 些 动作 分 成 两 类 ;一 是 在 纸 上 写 下 或 抹 掉 一 个 符 
导 , 二 是 将 目光 以 纸 上 的 一 处 转移 到 另 一 处 。 根 据 这 种 分 解 , 他 提 
出 了 一 种 理论 上 的 计算 模型 , 称 为 图 灵机 .迄今 为 止 ,在 为 数 众 多 
的 理论 计算 裤 型 中 ,图 灵机 是 使 用 最 广 .影响 最 大 的 一 种 ， 图 灵 的 
第 一 篇 论文 发 表 于 1936 年 ,此 后 波斯 特等 人 又 对 图 菜 的 理论 作 了 
车 干 改进 。 : 

图 灵机 可 以 看 作 蚌 一 种 抽象 的 符号 演算 ,也 可 以 设想 为 一 
物化 的 机 被 装置 .后 一 种 处 理 在 直观 上 比较 清楚 ,我 们 就 从 这 种 家 
观 入 手 来 进行 讨论 。 


内 部 状态 指令 组 


读 写 头 
图 之 1 图 灵机 


图 灵机 的 “机 械 部 分 "包括 两 项 内 容 ， 
1， 一 条 可 以 向 两 端 无 限 神 长 的 带子 , 称 为 工作 带 . 工作 带 上 
划 成 大 小 相同 的 方 客 , 每 个 方 烙 中 可 以 容纳 一 个 字母 。 
2 一 个 可 以 沿 工作 带 左右 移动 (每 次 移动 一 格 ) 的 读 写 头 。 
污 写 头 在 不 同 的 时 刻 可 以 处 于 不 同 的 内 部 状态 。 该 写 头 有 如 下 三 
一 一 和 9 


2 工作 带 


项 功能 ; 加 认 出 它 所 对 的 方 格 中 的 字母 , @ 在 它 所 对 的 方 格 中 
写 下 一 个 字母 (同时 清除 该 方 格 中 原 有 的 字母 ), 名 诺 移 一 格 或 
右 移 -一 格 ， 

除了 “机 械 部 分 "之 外 ,每 部 图 灵机 还 有 一 组 指令 或 叫 程序 ,入 
们 负责 指挥 读 写 头 的 动作 ,实际 上 ,这 部 图 灵机 与 那 部 图 灵机 的 区 
斑 仪 在 于 和 它们 的 指令 组 不 同 ,定义 一 部 具体 的 图 灵机 也 就 是 具体 
给 出 它 的 指令 组 (程序 )。 因 此 我 们 今后 就 将 图 灵机 与 其 指令 组 等 
癌 看 竺 。 


$2.1 加 有 灵机 的 基本 概念 


为 了 严格 陈述 与 图 灵机 有 关 的 定义 ,我 们 需要 建立 一 些 基 本 
概念 。 
1， 字 母 表 ”一 个 可 数 无 穷 的 初始 符号 集 
(So, S1, Se, *) 
称 为 字母 表 , 其 元 素 称 为 字母 。 直 观 地 讲 ，5。 表示 工作 带 上 前 空 
格 ,也 简 记 作 0; 5S; 也 简 记 作 1。 一 部 图 灵机 只 会 用 到 有 穷 多 个 字 
母 , 但 至 少 要 有 两 个 字母 才能 进行 有 意义 的 计算 。 
2. 内 部 状态 ”一 个 可 数 无 穷 的 初始 符号 集 
(Go gi» 2» ***} 
称 为 内 部 状态 集 ,其 元 素 称 为 内 部 状态 ,简称 状态 。 一 部 图 灵机 只 
会 用 到 有 穷 多 个 状态 ,状态 的 直观 意义 是 ; 读 写 头 在 不 同 状态 下 读 
到 同一 个 字母 时 可 以 采取 不 同 的 动作 ，。 
3, 《初始 符号 )R 和 上 直观 上 讲 , 尺 表 示 读 写 头 向 右 移 一 
格 , 工 表示 读 写 头 向 左 移 一 格 。 
4. 符号 府 ”由 以 上 三 种 初始 符号 所 组 成 的 有 穷 序 列 称 为 答 
号 申 . 
定义 2.1.1 具有 以 下 三 种 形状 的 符号 串 称 为 四 元 组 ,也 叫 
指令 : 


全 站 和 
GOR gq 
oi 中 | L yi 
其 中 Sid 是 任何 字母 ， i+ 是 任何 内 部 状态 。 

三 种 四 元 组 的 直观 意义 是 ， 

q; 9S;Siq: 表示 当 读 写 头 处 于 状态 gy、 在 工作 带 上 读 基 5S; 时 ， 
执行 以 下 动作 :将 该 方 格 中 的 5; 改 为 5, 读 写 头 位 置 不 动 ,其 状态 
变 为 fio 

goiRg 表示 当 讯 写 头 处 于 状态 9、 在 工作 带 上 读 到 5; 时， 
执行 以 下 动作 ; 读 写 头 向 右 移 一 格 , 其 状态 变 为 qa.( 工 作 带 上 内 容 
不 变 )。 

9:S; 上 gq: 表示 当 读 写 头 处 于 状态 sg 在 工作 带 上 读 到 5; 时， 
执行 以 下 动作 : 谈 写 头 疝 均 移 一 格 ， 其 状态 变 为 9 工作 带 上 内 容 
不 变 )。 

定 光 21.2 仅 由 字母 组 成 的 非 空 的 符 身 串 成 为 带 束 达 式 ， 

从 直观 上 讲 , 当 我 们 说 图 灵机 在 某 一 时 刻 的 带 表 达 式 为 

Se De Oa Di 
时 ,就 是 说 当时 工作 带 上 有 一 段 长 度 为 m 的 部 分 ,其 六 个 方 格 中 
依次 写 有 字母 S; ，S; ，S; ，… ,5; ,而 其 余 方 格 都 是 空格 , 即 视 为 
有 字母 So( 也 就 是 0)。 

定义 2.1;3 由 灌 干 (至 少 一 个 ) 字 母 积 恰好 一 个 内 部 状态 jg 
所 组 成 的 符号 串 , 如 果 9 不 是 最 右边 的 符号 ， 就 称 之 为 一 个 瞬时 
描述 。 

从 直观 上 讲 , 当 我 们 说 某 个 图 灵机 在 某 一 时 刻 的 瞬时 描述 是 

Si 全 SS) Si z 
时 ,意味 着 此 时 该 图 灵机 的 带 表达 式 为 
SS 
而 读 写 头 正 对 着 写 有 5S 的 那个 方 格 ,状态 为 市 。 以 下 ,为 了 更 加 
一 一 1]1 一 一 


形象 .直观 ,我 们 将 上 述 瞬时 描述 表示 为 
Sn 0 mt We . 
下 


qr 
汐 了 用 图 灵机 计算 # 元 明 数 f(ri， ze 我 们 必须 规定 
在 计算 开始 时 邵 何 阿 图 灵机 输入 = 元 数组 (el ，zz zs) 。 
定义 2.1.4 对 任 襄 固定 的 于 整数 ,用 下 述 带 表 这 式 
了 1 “了 站 li 1D 并 


+ 个 zt 个 Ta 二 1 个 
表示 输 信 的 x 元 数组 Cz， xz;,，…zxs)。 这 个 带 表 达 式 也 记 作 
CHa y A 了 


或 
to St OO mt 
其 中 的 记号 1“1 表示 连续 x 十 1 个 字母 1( 即 $1)， 
之 所 以 用 1 "表示 而 不 用 1“ 表示 xr; 是 为 了 使 输入 0 时 
的 带 表 达 式 有 别 于 空 带 。 
定 允 2.1.5 形 如 
do 《cr “tn) 
的 瞬时 描述 称 为 初始 的 瞧 时 描述 。 
让 观 地 说 ,初始 的 瞬时 描述 表示 对 图 灵 视 的 输入 :输入 ”元 数 
组 (zx,* zw) 后 ,该 写 头 的 内 部 状态 总 为 go: 读 写 头 的 位 置 总 是 对 
闭 输 入 的 最 左边 的 那个 1。 
定义 2.1,6 一 个 由 四 元 组 组 成 的 有 穷 集 全 ,如果 其 中 没有 
两 个 四 元 组 的 前 两 个 符号 是 对 应 相同 的 ,就 称 之 为 一 部 图 灵机 (或 
一 个 指令 组 ,或 一 个 程序 )。 
按照 这 个 定义 , 空 集合 是 图 灵机 ;集合 {qo 0 0 go} 是 图 灵机 ; 集 
会 igo0 1 ,91 及 go 也 是 图 灵机 。 但 {go1 Og gl 并 0} 却 不 是 
图 灵机 。 定义 规定 图 灵机 中 不 能 有 两 个 下 元 组 的 前 两 个 符号 对 应 
相间 ,是 为 了 保证 运算 的 确定 性 ,或 者 说 是 为 了 保证 所 得 到 的 形式 


系统 是 单 演 的 ， 
定 闷 2,1.7 设 Z 是 图 灵机 , Z 的 (一 步 ) 运 算是 从 瞬时 描述 
到 瞬时 描述 的 (部 分 ) 映 射 , 分 为 三 种 情形 ，: 
(1) 如 果 睁 时 描述 a 形 如 
aD FO OO, 
Z 中 有 四 元 组 
i S, Ok H+ 
则 将 a 映 到 如 下 形状 的 瞬时 描述 8， 
Sa de 人 D8, 二 t 
(2) 如 果 瞬 时 描述 a 形 如 
SS 
Z 中 有 四 元 组 
i SiR i+* 
则 将 x 映 到 如 下 形状 的 瞬时 描述 有; 
Sa Se 5) gr Se Ses 
《3) 如 果 星 时 描述 a 形 如 
Da, mea) Da i 心 | De 外 
Z 中 有 四 元 组 
Fi Si 二 diy 
“直下 玖 的 吕 时 和 过 
Sa” “Da oi Se <i De": 
如 果 瞬 时 描述 * 经 图 灵机 z 的 一 步 运算 得 8, 就 记 作 


a=p (2), 
直观 上 讲 ,图 灵机 Z 的 一 步 运 得 就 是 依据 该 图 灵机 的 指令 在 工作 
带 上 进行 一 次 操作 |。 


定 半 2,1.8 如 果 图 灵机 2 中 没有 有志 gw 3; 开头 的 指令 , 则 形 
旭 


一 13 一 


的 瞬时 描述 称 汶 (对 于 Z) 终 止 的 瞬时 措 述 。 
从 直观 上 讲 ,如 果 图 灵机 Z 运算 到 某 一 步 时 出 现 了 终止 的 瞬 
时 描述 , 运算 就 不 能 再 继续 下 去 了 (不 再 有 合适 的 指令 可 用 ), 称 


为 停机 . 
定 半 2.1.9 图 灵机 2 的 (一 个 ?计算 指 的 是 由 胜 时 描述 所 组 
成 的 非 空 的 有 穷 序 列 


A da Cm =1) 
满足 
(1) a 是 锌 始 的 本 时 朱 述 ; 
(2) 当 mm 之 1 时 ,对 每 个 区 1 和 imr) 
dt) 
(3) an 是 终止 的 咀 时 描述 ， 
这 里 需要 强调 一 下 :定义 中 的 (3) 是 不 可 少 和 的 ， 只 有 最 终 停止 
(停机 ) 的 一 系列 运算 才 构 成 一 个 计算 。 
例如 , 当 Z= {91 Rg， go 0 Rg, 10c oo0 有 oo) 时 , 杂 果 
输入 二 元 数组 (0 ,2), 就 可 以 得 到 一 个 计算 : 


a 110111 
.Yo 
a 1 10111 (由 根据 gs 1 R go) 
人 
do 
a 11 0111 《由 w 根据 go 1 RR go) 
oo 
ty 110111 (由 a 根据 qo0R ag) 
* 
ut . 
a 110 011 (由 m 根据 go 1 0 gs) 


他: 


至 此 ,由 于 Z 中 没有 以 gq;0 和 开头 的 指令 ,运算 结束 ,形成 了 一 
个 计算 ， z 

但 是 ,如 果 向 2 输入 单个 的 自然 数 1 ,就 不 能 得 到 一 个 计算 ， 
读 写 头 将 一 味 右 移 , 永 不 停止 。 

定 艾 2.1.10 设 有 是 符号 串 , 以 18 表示 有 中 5 即 字 母 5)) 
的 个 数 , 如果, a ,…，, a 是 图 灵机 2Z 的 一 个 计算 , 则 称 |o| 是 该 
计算 的 输出 。 


32.2 图 灵 可 计算 函数 


给 定 图 灵机 2Z, 当 我 们 向 Z 输 入 = 元 数组 (zyzn) 之 后 ,在 
Z 的 指令 指挥 下 ;从 初 妈 的 瞬时 描述 
gol ‘tO O01 ‘+L 
开始 进行 运算 ,有 两 种 可 能 ， 
1. 经 营 干 步 运算 后 得 到 一 个 终止 的 瞬时 描述 a ,形成 一 个 计 
算 , 有 输出 |ao|; 
2， 运 算 一 直 进 行 , 永 不 停止 ,没有 输出 ， 
这 样 ,图 灵机 的 输入 与 输出 之 间 就 形成 了 一 个 部 分 函数 关系 ， 
这 个 函数 就 叫 该 图 灵机 所 计算 的 元 函数 。 严 格 移 定义 为 ， 
定义 2.2.1 设 Z 是 图 灵机 , ”是 任意 固定 的 正 整数 ,定义 部 
分 函数 四?* 为 ;对 任何 元 数组 (xt,… x) 
(1) 如 果 存 在 Z 的 一 个 计算 ,ts，…， omCm 详 1) 使 
+ 一 人 0 《zl Ta), 
则 令 @2 Cel sz) 二 | ao| 
(2》 如 果 不 存 在 满足 上 述 条 件 的 计算 , 则 规定 外 Cr ,zx,) 
无 定妆。 
$y" 称 为 图 灵机 Z 所 计算 的 ”元 函数 。 当 ==1I 时 ,上 标 可 以 
赂 去 不 写 , 即 将 员 六 简 记 作 二 2z。 
对 和 任何 = 元 部 分 画 数 (不 管 它 是 用 什么 方法 定义 的 ) 了 ,如 果 


存在 图 灵机 Z 使 得 
了 一 和 
则 称 /为 图 灵 可 计算 函数 简称 可 计算 函数 ， 
这 里 有 两 个 细 市 需要 强调 一 下 ， 
1, 一 部 图 灵机 并 不 只 计算 一 个 函数 ,而 是 对 于 每 个 正 整 数 
计算 一 个 上 元 国 数 。 员 8 入， 和， 部 是 与 所 计算 的 函数 ， 
2. 对 每 个 图 灵 可 计算 函数 ,都 有 无 穷 儿 个 图 灵机 可 以 计算 
它 。 例 如 上 一 节 末 的 例子 中 的 图 灵机 
Z=ig ll Ro gO Radl0O0g nn0Ra), 
它 所 计算 的 二 元 函数 是 
Try 一 十 Y 十 1 。 
如 果 向 Z 中 加 入 一 个 新 的 四 元 组 gs 0 R gl 就 得 到 了 另 一 个 图 灵 
机 Z' ,显然 Z' 所 计算 的 二 元 中 数 仍 是 x 十 y 十 1。 因 为 新 增 的 这 个 
四 元 组 根本 用 不 上 ， 
此 外 ,根据 上 一 节 末 的 屋子 以 及 定义 2.2,1, 我 们 已 经 看 到 二 
元 函数 z 十 ?十 1 是 图 灵 可 计算 若 数 ,处 处 无 定 立 的 一 元 函数 也 是 
图 灵 可 计算 畏 数 (它们 都 是 由 Z 计算 的 )。 下 面 我 们 再 来 讨论 一 一 些 
简单 的 图 灵 杀 计算 函数 。 
例 1 考虑 图 灵机 
Zs={go lL oe = 
当 问 Zs 输入 单个 自然 数 二 之 后 ,初始 的 瞬时 描述 为 


下 十 1 十 

Ol O11l:**1 
* 
do 

在 Zs 中 唯一 一 条 指令 的 指挥 下 进行 运算 ,得 到 

+1 

a 011…1: ， 

do 


由 于 Zs 中 没有 以 go 0 开头 的 指令 ,所 以 ws 是 终止 的 瞬时 描述 , 输 
出 为 zz 十 1。 就 是 说 
Bz (rT)=z 十 1。 
从 而 后 继 函 数 
《一 艺 十 1] 
是 图 灵 可 计算 函数 (此 外 , 空 图 灵机 也 是 计算 后 继 函 数 的 )。 
例 2 考虑 图 灵机 
= {go Og ol ORgqol, 
当 输 入 单个 自然 教 z 后 , Zo 的 计算 过 程 为 
a qo ] 人 
ts mao0ol™ 
a 0 go 1 
a, 0 gq 0 1 


人 0Oe+loo0 《停机 ) 。 
Zo 的 作用 就 是 将 输入 的 1 全 部 抹 光 ,因而 最 后 的 输出 总 是 0， 
于 是 
Pz Lr) = = 0 
从 而 (一 元 的 ) 零 函数 
OQO(z) = 人 0 
是 图 灵 可 计算 函数 。 / 
例 3 二 元 函数 * 十 ?是 图 灵 可 计算 画 数 。 
由 于 输入 二 元 数组 (x，y) 的 带 表 达 式 为 ; 


上 二 十 2 二 1 个 
li*:1 O11l***+1 
总 共 工 十 ?十 2 个 下 所 以 计算 二 元 苛 数 x 十 y 的 图 如 机 2, 的 任务 
就 是 在 前 后 两 个 部 分 的 1 中 各 抹 掉 一 个 1, 然 后 停机 。 令 
2 = {do lOg qo0Rg alRo ORg, gl 0 og 
”容易 验证 


PE ry) 一 交 十 3。 

例 4 二 元 函数 x 一 y 是 图 灵 可 计算 函数 ，。 

由 于 x 一 y 是 定义 域 不 全 的 函数 ( 仅 当 zzzy 时 有 定义 ), 因 此 
计算 x 一 y 的 图 灵机 要 落 足 以 下 再 个 条 件 ; 

1， 当 x 之 y 于 ,输入 二 元 数组 (x，y) 之 后 能 够 停机 ,其 终止 的 - 
带 表 达 式 上 怡 好 有 x 一 y: 个 1; 

2.、 当 *<y 时 永 不 停机 。 

我 们 按 忆 下 的 思路 来 构造 Z.， 

输入 (xz, y) 之 后 ,每 一 轮 次 在 (xz, 外 的 x 部 分 和 y 部 分 对 等 
地 一 边 抹 掉 一 个 1!。 如 果 y 部 分 先 抹 兴 或 者 两 部 分 在 同一 轮 次 抹 
光 , 停 机 + 如 果 > 部 分 先 抹 光 , 读 写 头 处 停 地 癌 堪 移动 。 

2 -可 以 由 以 下 四 元 组 构成 ， 


glo 《 抹 掉 x 部 分 最 左边 的 1) 
norg; 

1k ag; 

40Rg; “找到 y 部 分 最 右边 的 1) 

gl Rg 

0 

nl0g 《 抹 掉 这 个 1) 
《如 果 y 部 分 还 有 1, 左 移 ; 如 果 
45 1 工 gs + 部 分 已 经 没有 1 了 ,停机 ) 
ge iL oe 

gOLg ( 找 工 部 分 最 左边 的 1, 如果 还 
mika 有 ,重复 前 面 的 过 程 ) 
ORg 

go0Lg {如果 zz 部 分 的 1 都 已 抹 光 , 左 


: 移 , 永 不 停止 .) 
例 5 二 元 了 郴 数 2(x 十 1) 是 图 灵 可 计算 函数 。 
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对 于 函数 f(z)= 二 2Cx 十 1); 输 入 后 的 带 表 达 式 为 一 帅 zx 十 1 
个 1 ,而 输出 的 带 表 达 式 应 当 是 2(z 十 1) 个 1. 因此 计算 函数 2(z 十 
1) 的 图 灵机 2; 的 作用 就 是 将 工作 带 上 的 1 逐个 复制 一 遍 。 

Z; 可 以 由 以 下 四 元 组 构成 : 


9 1 只 Go 
(找到 1 全 石 边 的 第 二 个 0 将 它 改 


OR 
qo0ilag 为 1 
nltq: 
dz 1 gq 
和 0 上 4 (@@ 左 移 ,看 输入 部 分 是 否 还 有 不 只 
9 一 个 1, 如 有 ,找到 最 右边 的 那个 1) 
gl1LLo 
324 1] 到 45 
gld0g (将 这 个 1 抹 掉 ) 
ds 0 EK aq 
ag0 Ro 
gl Rag; (加 找到 带 上 最 右边 的 1 右边 的 0, 将 
glRg 它 改 为 1 然后 回 到 包 ) 
gr0 1 gs 
0Rg 
109 | (@ 如 果 输 入 部 分 只 简 下 一 个 1, 将 它 
0 Rg 抹 掉 ,然后 将 其 右边 的 十 1 个 0 部 
gs 0 1 gi 改 成 1, 停机。 ) 
31 号 ge 


在 以 上 各 例 中 ,我们 只 用 到 0,1 两 个 字母 。 实 际 上 ,为 了 计算 
郊 数 ， 只 要 这 两 个 字母 也 就 驶 了 . 不 过 这 对 我 们 并 不 重要 ,在 许多 
时 候 我 们 宁愿 光 用 几 个 字母 ,这 可 以 使 图 灵机 变 得 简单 一 些 一 一 
可 以 减少 肉 部 状态 的 个 数 和 指令 的 个 数 。 例 如 下 述 含有 四 个 字母 


0，1,， ,的 图 灵机 Z's 世 是 计算 函数 2Cr 十 1) 的 (请 读者 自己 验 
证 一 下 ), 它 由 以 下 指令 构成 ， : 


gol tgo “(将 第 一 个 1 改 为 0) 
Jo 5 K 1 
gl Rg 
( 石 称 , 找 到 第 一 个 0, 将 它 改 为 他) 

dRg 
0 
gd Lg 
glL | 《 左 称 ,找到 :右边 的 符号 ,如 果 是 1， 
eR 重复 以 上 过 程 ) 
gd 1 9 

| (如果 。 右 边 是 8, 将 所 有 5 都 改 成 1) 
asl Roo , 


四 


go0Lq 
lt | ( 左 移 , 将 所 有 的 s 都 改 成 ] ,停机 .) 
el os 

Z's 中 只 有 四 个 状态 , 比 Z, 少 得 多 , Z', 中 的 四 元 组 也 比 Z， 
少 。 在 下 一 节 中 我 们 经 常 要 用 到 0,1 以 外 的 字母。 


32.3 正则 的 图 灵机 


上 一 节 我 们 建立 了 一 些 函 数 的 图 灵 可 计算 性 .我 们 已 经 看 到 ， 
即使 是 十 分 简单 的 函数 ,计算 它们 的 图 灵机 也 可 能 相当 复杂 ,在 道 
归 论 中 ,我 们 所 关心 的 主要 是 一 个 匡 数 是 否 图 灵 可 计算 函数 ,而 并 
不 怎么 关心 究竟 如 何 去 计 算 它们 。 因 此 我 们 在 这 一 节 要 讨论 图 灵 
可 计算 孙 数 的 一 些 性 质 , 以 全 能够 使 用 各 种 间接 的 (但 不 那么 烦琐 
的 ) 方 法 去 证 明 各 种 具体 函数 是 (或 者 不 是 ?图 灵 可 计算 汰 数 。 

设 2Z 为 图 灵机 ,我 们 用 8(2Z) 表 示 2 的 四 元 组 中 所 出 现 的 内 部 
状态 的 最 太 下 标 ; 用 2" 天 示 特 Z 中 每 个 状态 gq 都 换 成 gj1, 所 得 


到 的 图 灵机 。 

例如 ,对 例 2 中 计算 一 元 零 函数 的 图 灵机 

Zo—= {go l On:ad0R goi 

ptZo)=1, 2 ={g 1 0 gs Gn 0 Rg,), 

定义 2.3.1 设 Z 为 图 灵 机 ,xn 为 任意 的 正 整 数 ,好 灯 

1) 存在 5>0, 使 得 只 要 对 2 输入 n 元 数组 (x1,，…' ,x,) 时 有 
输出 ,其 终止 的 瞬时 描述 必定 形 如 

人 11:] Or 心 11 


a2 

(其 中 ri 0)] 

(2) Z 中 没有 以 gsczy 开 头 的 四 元 组 。 
则 称 Z 为 ”正则 图 灵机 。 在 不 致 引起 混 消 的 情形 ， n 可 以 举 略 , 简 
称 正 则 图 灵机 。 z : z 

正则 图 灵机 的 最 显著 的 符 点 ,是 其 终止 的 瞬时 描述 具有 初 怒 
瞬时 描述 的 形状 。 

在 一 般 情形 下 ,对 于 两 部 图 灾 机 Zi, 和 2;, 特 它们 的 指令 合 在 
一 起 所 得 到 的 指令 集 Z1UZ; 未 必 仍 是 图 灵机 ,因为 ZUZ: 中 很 
可 能 会 育 两 个 四 元 组 的 头 两 个 符号 相同 ,如 果 我 们 将 Zs 换 成 ZZ 
《其 中 避 二 8(2Z1)) ,所 得 到 的 并 集 即 2 要 2 仍然 不 一 定 是 图 灵 
机 ,因为 去 中 可 能 有 以 go 开头 的 四 元 组 。 但 是 ,如 果 Z) 是 正则 图 
灵机 ,2 UZ” 就 一 定 是 图 灵机 ,而 且 在 输入 ”元 数组 后 一 定 是 
先 对 这 个 元 数组 运行 Zi, 然 后 再 对 Zi 所 输出 的 * 元 数组 运行 Z， 
(如 果 Zi 能 停机 的 话 ); 如 果 2Z,,Z; 都 是 正则 图 灵机 ,那么 ZU 
2Z2” 就 地 是 正则 图 灵机 、 

今后 对 于 正则 图 灵机 2 和 2 我们 将 ZUZ 扣 (5 其 中 因 一 
8CZD > 记 作 

A 
— 21 一 


定理 2.3.1 任 给 图 灵机 2Z ,存在 图 灵机 2 使 得 
(1) 对 每 个 正 整数 *， 2 都 是 = 正则 的 ; 
(2) 对 每 个 正 整数 x， 
5 刀 一 9， 
证 人 尾 给 图 灵机 Z ,我 们 按 以 下 要 求 来 构造 Z 
1. 分 别 使 用 Z 中 未 用 到 和 的 两 个 字母 ( 记 作 和 四 ,在 输入 的 
数据 (zx,… ，z,) 的 两 端 各 设 一 个 标志 ,使 带 表达 式 变 为 


Dt + 
E311 O11 O00 1 1 7; 
2. 改造 Z ,使 Z 的 全 部 运算 都 在 上 和 Y# 之 间 进 行 。 具 体 做 法 
是 ;如 果 读 写 头 移 到 写 有 的 方 格 , 就 将 向 左 移 一 格 , 如 果 读 写 
头 移 到 写 有 ”的 方 格 ; 则 将 5 问 右 移 一 格 , 然 后 再 回 到 Z 的 运算 ; 
3. Z 停机 后 ,如 果 和 7 之 间 有 1, 将 这 些 1 都 移 到 一 起 ( 即 
令 定 多 2,3.1 中 的 s= 二 1 ,然后 抹 掉 上 和 ?再 将 读 写 头 移 到 最 左边 
的 1 上 ,进入 一 个 新 状态 ,停机 ; 如 果 没 有 1, 抹 掉 上 和? 后进 人 一 
个 新 状态 ,停机 ; : 
4， 如 果 乙 不 能 停机 ，Z' 也 不 能 停机 。. 
Z' 可 以 由 以 下 几 个 部 分 的 四 元 组 构成 (其 中 和 涩 是 Z 中 未 
用 到 的 两 个 字母 )， 
gol .qo 
go 0 é Yo 
Fo éR J 
nlRag 
qo, ORg, (找到 输入 数据 的 右 端 , 即 找 到 
gylRog 连续 两 个 0 中 左边 的 一 个 ) 


qz2 0 上 Gs 
30 7 0 (将 这 个 0 改 为 5) 


‘在 诺 蜗 人 设 标志 癌 


ds Lg 
Hl ( 读 写 头 僻 到 最 左边 的 1 上)》 
od 
qe Rgs 
以 上 指令 构成 的 Z 实现 了 要 求 1。 
在 ZC09t21)= 二 5) 中 增加 一 些 指令 ,得 到 Z,( 其 中 一 
8(Z));: 对 Z 中 出 现 的 每 个 &g ,增加 


yi EO gpm 
Jitm0 L git2m (将 £ 辣 诺 移 一 格 , 然 后 回 
itemd © item 到 ZY 的 运算 》 
dtomé Kg 
Gi OQ Git 3m 
itamO KR Gitam (将 7 问 右 移 一 格 , 然 后 回 
irimd) Pf etd 到 ZZ" 的 运算 ) 
Gitamy? 上 9 
Z; 满足 了 要 求 2 和 要 求 4。 
令 好 一 5 十 1 我 们 来 构造 Z; 以 满足 要 求 3。 


ys 
对 每 个 2, 和 如果 2Z; 中 有 wg 和 和 Sj; 但 没有 以 gi: 5; 开头 的 四 
元 组 ( 即 Z: 可 能 在 状态 gq 下 读 到 5S; 时 停机 ), 则 Zs 中 有 指令 
qi Dj OV; Qu 
此 外 ,对 于 Z 中 所 出 现 的 .不 等 于 0,1 的 任何 字母 5, Zs 中 有 
如 下 指令 : 


qu 1 gm | 

gu OL gu [找到 和 

GD L qu | 

qu RR gut 

eur ge | 《号 右 移 , 抹 反 0,1 以 外 的 字 
dM 0 qu+l 母 ,找到 1 或 信 


一 一 2 一- 


gut1l O gu+tz ‘如果 找 到 1, 抹 掉 ) 


du+20 L guts 
| (他 堪 移 ,找到 上 或 紧 挨 着 二 的 一 串 


gu R gw, 1 中 的 最 右面 的 那个 1) 

M+30 ] Fu+a | (将 找到 的 或 1 右边 的 09 改 为 1， 
gutr3l R gu+l 间 到 作 ) 

GM+17 0 gu+s 《如 果 吉 找到 的 是 ?, 把 它 抹 掉 ) 
Gif+4 人 1 二 | 


gut+z] KF gy+rs 


( 左 称 ,找到 , 抹 掉 》 


Guttl L dur4 
GM O uts 
GH+s0 KR guts 《 石 移 一 格 , 进 人 新 状态 ,停机 ) 
不 难 验 证 
Z 一 CUzUZ; 
就 是 定理 所 要 求 的 正则 图 灵机 ， 
定理 2. 3. 1 使 得 我 们 可 以 只 限于 讨论 正则 图 灵机 。 
定理 2. 3. 2 对 每 个 = 正则 图 灵机 Z, 存 在 图 灵机 Z,, 使 得 
《1)》 对 任何 训 >0，2Z 部 是 p 十 nn 正则 的 ， 
(2) 如 果 包 外 Cr，*… zs) 有 定义 ,其 终止 的 脚 时 描述 为 
gosl 0 01 
则 对 任意 的 yy yp 区 yp sz," ;4,) 了 世 有 定义 , 且 其 
终止 的 瞬时 描述 为 
gaocz 12+050…01 pO oO 
(37 如 果 且 (rz 无 定 文 , 则 对 任何 yy，…， ja 
DPT ™ Cy rr 3 Ti 也 无 定 光 ， 
证 明定 理 2., 3, 2 的 办 法 是 在 2 的 基础 上 构造 图 灵机 2 . 其 主 
要 思路 是 . 
1. 先 在 和 输入 的 y 部 分 的 两 端 设置 标志 和 7¥(€ 和 是 不 在 2 
中 出 现 的 两 个 字母 ,使 带 表 达 式 变 为 


ETD0eD1ce+D31GITDOeeeD1cse+t17 

2. 转 入 2Z 的 运算 ,并 使 每 当 读 写 头 读 到 #7 时 ,将 和 7 之 间 
的 内 容 依 次 左 移 一 格 ， 

3. 当 之 的 运算 停止 时 ,如 果 读 写 头 所 对 的 方 格 中 是 1, 左 移 ， 
找到 #3, 然后 特 ,7 及 其 之 间 的 内 容 依 次 右 移 ,直到 5 有 边 是 1 为 
目 ， 然 后 抹 掉 上 和 7， 该 写 头 进入 新 状 态 , 停 在 最 左边 的 1 上. 

4. 当 Z 的 运算 停止 时 ,如 果 读 写 头 对 着 0( 即 Crts ,x,) 
一 0), 挟 掉 上 和 #* 读 写 头 进入 新 状态 , 停 在 最 右边 的 1 上 

具 恒 的 梅 造 留 给 读者 (注意 ;, n 是 固定 的 ,p 是 任意 的 ! 参看 
定理 2. 3. 1) 

从 直观 上 讲 ，2Z， 对 右边 个 分 量 的 作用 与 Z 完全 一 样 ,但 保 
持 左 边 的 ptp 是 任意 的 1) 个 分 量 不 动 。 

以 下 ,我们 来 讨论 几 种 具 性 的 图 灵 抽 , 它 们 将 在 下 一 节 中 充当 
重要 角色 。 

例 2.3.1 右 = 复 制 机 CR 

CR 是 正则 图 灵机 ,其 作用 是 将 输入 的 n 十 p 元 数组 的 带 表 达 
式 
变 成 
然后 停机 。 即 将 输入 的 左边 = 个 分 量 在 右边 复制 一 过 。 

CR, 可 以 由 三 个 部 分 构成 ， 

1， 在 带 开 达 式 

〖 Tn ;Vp) 
的 左 疝 侵 恬 一 个 标志 &, 右 端 设 置 一 个 标志 7”, 在 x 和 yi 之 间 设 置 
一 个 标志 we 了 和 都 是 在 2 中 不 出 现 的 字母 ), 使 带 表 达 式 变 
为 
3 EE ET EA 
2. 在 ?右边 复制 上 和 之 间 的 肉 容 。 具体 做 法 是 :找到 二 与 w 


之 间 的 1, 改 成 s, 然 后 在 ?右边 的 相应 位 置 上 写 下 一 个 1; 找 到 二 
与 w 之 间 的 0, 改 成 *, 然 后 在 右边 相应 的 位 置 上 写 下 一 个 5。 实 
际 过 程 是 : 

读 写 头 同 诺 移 , 找 到 右 起 第 一 个 。,4 或 ,根据 它 的 右边 是 1， 
0 还 是 w 而 分 别 采取 以 下 步骤 ， 

(1) 如 果 是 1, 将 它 改 为 E, 右 移 ,找到 连续 两 个 0, 将 左边 的 那 
个 0 改 为 1, 氨 回 ) 

《2) 如 有 果 是 0, 将 它 改 为 4, 右 移 , 找 到 连续 两 个 0, 将 堪 边 的 那 
个 0 改 为 作 捞 回 ; 

《3) 如 有 果 是 mw: 右 移 , 找 到 连续 了 两 个 0, 髓 诺 移 ,一 路 上 将 所 通 
到 的 2,6,y,w 全 部 抹 掉 ;将 所 有 的 = 都 改 为 1: 最 后 抹 掉 和 右 移 一 
格 ,进入 新 状态 停机。 

CR 由 以 下 指令 构 咸 ; 

Yl ( 置 &) 
Go 人 二 Go 
go Rg 
qlrRagl 
910 Rg 《找到 五 端 , 即 找到 连续 两 个 
dz 1 Rg 0 中 左边 的 那 一 个 , 改 为 ?) 
gq 0 9; 
qd30 7 
G4 站 二 9 
liq 
( 左 移 ,找到 左 起 第 一 个 1) 
gi0Lg 
eRgs 


一 ~ 一 2 一 一 


dntal RK drt 
dntat WW dnt+s 
dnt4d WW dnts 
Gutsw L dnts 
dn+s] L dnts 
dn+ts0 L gots 
gr+50 L nts 
Grts? L qats 
Qnrse KR gts 
Gatsd RR gnre 
gatss R dnts 
Ostol € Gnt? 
nt+7E RR nt 
grt7] KR gnt? 
drt Et at 
Qn RK go 上 7 
9 他 Rt 
Ga+70 RR gare 
ntiod 并 dat? 


q+100 i 本 = 十 13 


Gt+13t) ] gn+5 


| 


(我 到 x 部 分 和 y 部 分 之 同 的 那 
个 0, 将 它 改 为 w。 如 果 p= 二 0， 
则 | ,np 的 位 置 重合 ,保留 i 


( 正 移 ,找到 最 右边 的 es 或 二 
视 其 右 方 为 1,0,w 而 分 别 采 
取 三 种 不 同 措施 》 


(将 z 部 分 最 右边 的 1 改 为 6， 


GeA+6D A Go+8 
drtsd RK gots 
Qn+sl RR gat 
rte RR gn+ts 
gata KR gt 
Gutsd R gts 
+89 下 +1 
gtinl KR gts 
rtu0 L gti 
drt 140 © guts | 


石 端 , 写 下 一 个 信 


drt R gnts 

dn+9l KR Gu+s 

dr+od R 和 + 

d+o0 R duty (复制 结束 ,找到 右 端 ) 
GO KR GT1; 

Ge+121 KR guro 

Ga+120 L gutr1s 

rt+150 L gurls 

Qnrisl L duris 

Grt+150 0 gat1s 


at1s0 O Futis ( 左 移 ,一 路 上 将 So 都 抹 
Guts O goss 控 , 和 将 & 改 为 1, 进入 新 状态 ， 
ntsA DO dts 停 在 最 左边 的 1 上 ) 


Grtist | ntis 
Gnt+15e © gnt16 
dat160 ti 
与 此 类 似 ,我 们 也 有 左 * 复制 机 CL,, 在 向 它 输 入 十 4a(p 实 
0) 元 数组 (yy sy xi x,) 后 ， 其 终止 的 带 表 达 式 为 
一 38 — 


(Tl Tn YI Ys TI 9 sn) 
例 2.3.2 左 #z 消 去 机 ML,。 
ML 是 正则 图 灵机 ,对 任 给 的 p 汪 0, 当 输入 n 十 户 元 数组 
C1 4 yp) 
后 ,其 终止 的 带 表 达 式 为 
也 就 是 说 ,于 LL, 的 作用 是 将 输入 的 前 个 分 量 抹 掉 。 具体 构 造 留 
给 读者 。 
类 似 地 ,我们 也 有 右 = 消 去 机 HR,, 其 作用 是 抹 掉 输入 的 右 
边 “个 分 量 。 
例 2.3.3 左 nn 反 转机 也。 
IL, 也 是 正则 图 灵机 ,在 输入 #4 十 p 元 数组 
《TI Te 
后 ,其 终止 的 带 表 这 式 为 
其 作用 是 将 左边 的 二 个 分 量 转移 到 右边 。 
不 难 着 出 ， 
7 一 CR x ML 
类 似 地 ,也有 右 # 反 转机 JR.。 
例 2,3.4 二 nm 十 1] 增 复 制 机 CL+ I 
这 也 是 一 种 正则 图 灵机 , 当 输 入 * 十 1 元 数组 
CT Tn 
之 后 ,其 终止 的 带 开 达 式 为 
即 在 左边 将 输入 的 数据 复制 一 遍 , 但 第 十 1 个 分 量 要 增加 1 。 
例 2.3.5 右 = 十 1 减 复 制 机 Cs 
这 也 是 一 种 正则 图 灵机 ,在 输入 十 1 元 数组 
(Tree 和 全 
之 后 , 疼 止 的 带 宸 达 式 为 


《2 yy 
它 的 作用 是 将 输入 的 数据 在 右边 复制 > 十 1 次 ,每 次 复制 第 ” 
十 1 个 分 量 的 带 表 达 式 都 减 1。 
例 2.3.4 和 例 2.3.5 的 构造 都 相当 宛 长 ,此 处 从 略 。 相 信访 者 
能 够 在 例 2. 3. 1 的 启发 下 上 自己 写 出 它们 ，。 


$2.4 可 计算 性 与 函数 运算 


在 这 一 节 , 我 们 来 讨论 三 种 基本 的 函数 运算 一 复合、 原始 递 
归 和 取 极 小 (jy 运算) 一 一 以 及 图 灵 可 计算 性 对 这 三 种 运算 的 封闭 
性 ， 
复合 是 读者 所 熟悉 的 一 种 国 数 运算 。 不 过 由 于 在 递归 论 中 要 
处 理 定 必 域 不 全 的 函数 ,有 必要 再 对 复合 函数 的 定 交 域 做 一 点 强 
调 
设 eiry8gm 是 二 个 关 元 (部 分 ) 国 数 , 上 是 由 元 5 部 分 ) 郴 数 ， 
由 它们 复合 而 得 的 wn 元 (部 分 ) 函 数 
h(x yn) 一 (gl CT! i mkt 9 yn) 
有 定 儿 当 且 仅 当 
Y= £1 (CTs Ta) 


Ya— Fs (x yn 


Ym — Smt Ts sn) 
和 
z= fy Ym 
都 有 定义 。 
对 于 复合 函数 ,我 们 有 
定理 2.4.1 设 g,…,gwm 是 mx 个 2 元 图 灵 可 计算 的 (部 分 ) 
区 数 , 了 是 m 元 图 灵 可 计算 的 (部 分 ) 函 获 , 由 它们 复合 而 得 的 n 
元 函数 


Te 


站 [ri 一 CEI 区] ye Tl sa 
也 是 图 灵 可 计算 的 ， 

证 由 于 Cri yx) Bmxis "Xi) 都 是 图 灵 可 计算 
的 ,所 以 g(r xe) 十 gm (CTir""* xn) 十 1 也 都 是 图 灵 了 可 计 
算 的 ( 见 本 音 习 题 引 。 设 Z1 ,2% 分别 是 计算 gi (xi ,44 十]， 
‘gar 十 1 的 正则 图 灵机 。Zip 与 Z(t 二 1,…,m) 的 关系 
如 定理 2. 3.2，M 为 计算 fy 的 正则 图 灵机 ,出 

CR ee #4 COCR, Pons TR Demyp TR Zp % PRI MM 
mm 一 1 个 


是 计算 FegiCzi zn) ，… ,gm(z1，… zo)) 的 图 灵机 。 

其 具体 计算 过 程 是 ， 

第 1 步 输入 (zi…;z) 后 , 先 将 输入 的 带 表达 式 复制 m 
次 ,使 带 表 达 式 变 成 


CT Ta O00 (CT * pn 
Te ee ee 


mm 址 
第 2 步 用 Zw 在 最 右 迎 的 一 组 (zi x,) 上 计算 gs (zl 
xo) 十 1， 然后 用 JR 将 计算 的 结果 (如 果 能 停机 的 话 ) 转 移 到 带 表 
达 式 的 最 左边 ; 
第 3 步 用 Zs,y 在 (此 时 的 ) 最 右边 的 一 组 Cri,… ,zx:) 上 计算 
gm_1(Tin" yn) 十 1; 然后 用 7, 将 计算 的 结果 (5 如果 能 着 机 的 话 》 
转移 到 带 表 达 式 的 最 左边 ， 


第 ， m+1 1 步 用 2 在 (此 时 的 ?最 右边 的 一 组 (x CFI ,Xs) 上 计算 
281Cz19 9s) 十 1， 然后 用 7R 将 计算 的 结果 (如 果 能 停机 的 话 ? 转 
移 到 带 表 达 式 的 最 左边 .如果 每 一 步 都 有 结果 的 话 ,此 时 的 带 才 达 
式 为 

第 m+2 步 最 后 ,用 和 计算 grr Ty nC 
XT}, 

在 上 面 的 第 1 一 一 第 m 十 ? 步 的 总 切 吉 十 2 个 步骤 中 ,如 果 有 


一 个 不 能 停机 ， 则 整个 计算 过 程 不 能 停止 ， f(g 【yn $y 
gn) 是 尺 。 
定义 2.4.1 设 & 是 一 二 元 全 函数 , 点 是 一 2 十 2 元 全 国 数 ， 


如 下 定义 的 a 十 1 抑 全 函数 / 
人 i Tt = ' + Te 


fr Ty) = a CT “19)) 
称 作 由 8 和 上 经 原始 递归 而 得 到 的 淫 数 。 

定理 2. 4.2 设 上 是 由 站 和 天 经 原始 递归 而 得 到 的 函数 ,如 
果 和 上 都 是 图 灵 可 计算 的 , 则 了 也 是 图 灵 可 计算 的 。 

证 设 Z 是 计算 (zs… ,zasy;z) 十 ] 的 正则 图 灵机 ，Mf 是 
计算 ECro yz 十 1 的 正则 图 灵机 ,我 们 来 构造 计算 地 的 图 灵 
机 。 其 基本 思想 如 下 ， 

C1) 输入 (zi x，y) 之 后 ;先后 用 右 xn 十 1 减 复制 机 CR 
将 带 表 达 式 变 为 
然后 再 用 左 = 十 1 消去 机 对 天 + 抹 掉 左边 的 zz 二] 个 分 量 ,得 到 

人 
《2) 启动 M,;, 算 得 终止 的 带 表 达 式 
人 
(注意 ,Fr ry 0 二 g(r in))。 
(3) 反复 y 次 使 用 z ,依次 得 到 带 表 过 趟 
Cr 一 


【ie "rn lo Sl ns 2 {rs i 了) 


全 站 和 
《4) 最 后 ,再 抹 掉 一 个 1 束 得 到 输出 .Ferryy)。 
这 里 的 新 闻 题 就 在 于 (3) 中 的 “反复 y 次 使 用 忆 ”。 在 定理 2. 
4. 1 的 证 明 中 ,我们 也 曾 重 复 敬一 1 深 使 用 CR,, 但 那里 的 mw 是 个 
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常数 , 而 这 里 的 y 是 个 自 变量 ! 
解决 问题 的 方法 是 通过 增加 一 些 条 件 转移 指令 来 改造 2,。 由 
上 徐 的 分 析 可 以 看 出 ,是 否 还 需要 继续 使 用 Z,, 取 决 于 当时 的 带 
表达 式 是 多 元 数组 的 带 表 达 式 还 是 是 单个 自然 数 的 带 表达 式 , 换 
名 话说 ,就 是 看 带 上 的 1 之 间 是 否 还 有 0。 
我 们 来 构造 Z, , 它 由 以 下 指令 构成 : 


golRg 
go0Rg 
goLg 《如果 带 表 达 式 上 的 1 之 间 没 
gz2 0 LL dq 有 0, 抹 挤 一 个 1, 停 机) 
qz: 1 0 gs 

qlLg 
nliaq 
oOLg (如 果 带 表达 式 上 的 1 之 问 有 
gslLia 0, 移 至 左 端 , 转 入 Z ,的 运 
qs OR gs 算 。Z。 运行 结束 ,再 重复 上 
ge ORg 面 的 过 程 ) 
好 二 oe 

其 中 用 一 8CZ 人 ) 。 


令 ZZ' = 二 Zi1U27 7, 则 
CR * MI Mp 2 
是 计算 Fz， x， 》) 的 图 灵机 ， 
定 头 2.4.2 设 glzrireyTnrY) 为 十 1 元 部 分 男 数 ， 满 足下 
式 的 (唯一 的 )n 元 (部 分 ?函数 了 


站 如 果 对 每 个 key, Pa 上 
都 有 定义 但 者 不 等 于 0, 而 
fr :Tn == 
g(r NY) OO0 
无 定义 ”否则 ， 


称 为 由 ze 经 取 极 小 运算 CA 送 算 ?而 得 到 的 (部 分 ?函数 , 记 作 


了 (rise 一 天 9EECTriyeoyny9) 一 修 ] 
应 当 注 意 , 即 使 g 是 全 好 数 , 经 产 运 算 而 得 到 的 函数 了 也 未 
必 是 全 函数 。 例 如 对 二 元 全 函数 g(z, y)=<z 十 y 取 极 小 而 得 到 的 
函数 
HyLr+-y=0] 
就 是 一 个 仅 在 x 二 0 时 有 定义 的 一 元 函数 。 
定理 2.4.3 如 果 gz ;zx,Y) 蚌 可 计算 晃 数 , 则 
Fx sn) = py Lexis rns y) =0] 
也 是 可 计算 函数 
证 设 Z 为 计算 glr… ,zy) 十 1 的 正则 图 灵机 ,我 们 按 以 
下 三 个 步 标 来 构造 计算 了 上 的 图 灵机 
1. 输入 (zz 之 后 , 先 在 右边 增加 一 个 分 量 0, 使 带 表 达 


式 变 为 
(x1 srs 0), 
这 可 以 由 下 述 正则 图 灵机 Zi 完成 ， 
A1: 
dl ?| 
Go 日 二 引 ( 石 称 , 找 到 连 综 两 个 0, 将 右 过 
qlRa 的 0 改 为 1》 
0 1 gs | 
Ga Lo 
golg; 、 
jl Lg, (三 移 , 移 至 最 左边 的 1 上 ,进入 
新 状态 ,停机 ) 
2 六 人 
Ti0 Rgs 
2. 利用 在 * 十 1 增 复制 机 CL#f1 ,将 带 表 达 式 变 为 
《1 ns Ti 人 


二， 使 用 po 旭 果 不 能 停 相 , 则 Fi 无 定 浆 :如果 能 停 
一 34 一 


机 , 则 终止 的 带 表 达 式 为 z 
(wi sn BT Tes ns 0))。 
4， 检 查 上 述 带 表达 式 的 最 后 一 个 分 量 是 否 为 0( 即 最 后 的 一 
囊 1 是 否 只 有 一 个 )， 
(1》 如果 只 有 一 个 1( 即 gow,z410)= 二 0), 则 已 经 可 以 得 
到 六 zyz 一 0, 抹 掉 兰 个 分 量 ( 使 用 ML,) ,再 抹 挥 第 nn 车 2 
个 分 量 ( 使 用 邮 RD)， 最 后 再 在 仅 剩 的 第 * 十 1 个 分 量 中 抹 短 一 个 
1, 停 机 
《2) 如 果 不 具 一 个 1( 即 g (xi;… ,zn;0) 上 闫 0) ,重复 步 邓 2 以 
下 的 过 程 。 
步骤 4 可 以 由 尼 下 图 灵机 2 完成 ， 
念 a= 一 OCTEZ)。 
La: 
ge 1 六 gu 
Ga 0 KR gar 
dnl Rg (找到 最 右边 的 1) 
gorid L da 
Ga+20 L qats 
dat2l] 也 at 《看 这 个 1 左边 是 不 是 0, 如 
dots0 L data 果 是 Qo。 ) 
Gatal L gats 
Go+5] L Go+5 ， 
Ge get (如 果 是 0, 移 至 左 端 , 转 入 


dat?! i gats ML x MR * ‘qo 1 0 gi1) 
个 a taty 


data0 KR got 


一 --- 49 一 一 


dat3l KR gats 
atl 0 (dat 
datad L dots 


at+ 50 元 Yatio “如果 基 1 ,和 | BTL Ne 
at10l] L Jat10 抹 掉 最 后 一 个 分 量 , 移 至 左 端 ， 


Ge+io0 L gatig 重新 转 入 CL * 2Z， 的 运算 ) 
Fatzl L dario 


Gat120 KR 人 + 
Qaris0 R 05 
综合 以 上 四 个 步 又 ,图 灵机 : 
CZ1¥ CL Zp) UZ MT, x MR To1DG De 
是 计算 的 图 灵 视 。 

有 了 上 述 兰 条 定理 ;我们 就 有 了 证 明 郑 数 的 医 灵 可 计算 性 的 
新 方法 ,与 之 有 关 的 内 容 将 在 下 一 章 中 介绍 。 

疼 灵 机 问世 之 后 ,又 有 许多 变型 图 灵机 被 构 车 了 出 来 ,如 有 一 
个 读 写 头 和 多 个 工作 带 的 多 带 图 灵机 、 有 多 个 读 生 头 和 一 个 工作 
带 的 多 头 图 灵机 以 及 多 头 多 带 图 员 机 ,等 等 ,但 它们 与 本 章 及 讲 的 
图 灵机 所 能 计算 的 苞 数 是 相同 的 ,只 是 计算 逐 度 有 所 提高 .但 是 计 
算 速 度 并 不 是 递归 论 所 关心 的 内 容 。 有 关 这 些 图 灵机 的 理论 可 参 
看 [3j。 


习 题 


i， 构 和 导 计 算 以 下 范 数 的 图 有 灵机 ,从 而 证 明 它 们 是 图 灵 可 计算 
洋 数 ， 
(1) rz) 一 上 倒是 常数 ) 
(2) xz 十 上 (是 常数 ) 
(3) 2r，3xz， &r( 是 常数 ) 
“4 生 》 区 | 
— 3 Le 一 ， 


2 构造 计算 以 下 函数 的 图 灵机 ,从 而 证 明 它们 是 图 灵 可 计算 


函数 

(C1) ry 

(2) | 三] (其 中 [ ] 败 示 了 整数 部 分 ) 

(3) 

3. 设 jn,zo) 是 2 元 的 图 有 灵 可 计算 函数 ,用 构造 图 灵机 
的 方法 证 明 函 数 

fx se) 1 

也 是 图 灵 可 计算 请 数 ，。 


4. 设 1 硅 j 和 nn， nyj 是 两 个 固 乍 的 正 整 数 , = 元 函数 
UP (Crs T 
称 为 投影 函数 (特别 地 ,U(xz)= 二 xz 就 是 恒 同 了 薄 数 )。 证 明 , 对 任何 
2 和 了， LT” (az 是 名 灵 可 计算 苑 数 ， 
5， 定 尽 二 元 熙 数 z--_y( 读 作 “z 真 减 y”) 为 
人 当 工 衬 3， 
“> lo 当 XYy 
(x 一 y 就 是 zx 一 y 的 补 全 图 数 )。 证 明 x-+y 是 图 灵 可 计算 岗 数 ，。 
6， 设 PP 为 元 谓词 ,如 果 了 的 特征 函数 


当 Payeyzo) 为 真 ， 
Coca 一 | 当 PCx,,… ,x,) 为 候 
是 图 灵 可 计算 消 数 , 则 称 P 为 图 灵 可 乓 定 谓词 ， 
证 明 以 于 谓词 都 是 图 灵 可 判定 的 ， 
(1) r=Yy 
(2) XY 
(3) ry 


(4) [|y Cz 可 以 整除 y) 
7. 设 各 为 自然 数 集 (4Ew) ,如 果 4 的 特征 函数 
的 当 工 可用 


-一 --- 辟 了 一 


是 图 灵 可 计算 函数 , 则 称 4 .为 图 灵 可 计算 集 。 证 明 以 下 集合 部 是 
图 灵 可 计算 的 ， 

(1) 偶数 集 ， 

(2) 奇数 集 ， 

《3) 空 集 儿 ， 

(4) 全 体 目 然 数 的 集 人 台 NN。 
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第 三 章 
部 分 递归 朱 数 


本 章 我 们 从 池 数 的 构造 和 运算 的 角度 来 刻画 能 行 性 。 这 一 方 
向 的 工作 是 哥 德 尔 开创 由 如 德尔 和 交 利 尼 等 人 完成 的 。 

三 十 年 代 初 , 哥 德 尔 在 证 明 不 完全 性 定理 时 定义 了 一 类 函数 ， 
如 今 称 为 原始 递归 函数 .此 后 , 哥 德 尔 和 克利 尼 又 在 原始 递 妇 函数 
的 基础 上 引入 取 极 小 运算 (x 运算 ), 形 成 了 部 分 递归 函数 (zx 递归 
函数 ) 。 我 们 的 讨论 就 从 原始 递归 函数 出 发 。 


33.1 原始 北 归 函数 


原始 递归 函数 类 是 从 一 些 极 其 简单 的 初 妈 聊 数 出 发 ,反复 使 
几 复 合 和 原始 递归 两 种 函数 运算 而 生成 的 函数 类 。 初 始 函 数 的 选 
择 有 一 定 的 随意 福 , 一 般 文 献 中 常 以 下 述 三 组 函数 作为 初始 函数 : 

1. 零 晴 数 Orz) 一 0; 

2， 后 绝 函 数 ”S(tx}=x 十 1; 

3. 对 每 -- 对 正 整数 jz 所) 的 投影 更 数 

DT = 一 开 )。 

由 于 第 3 碍 中 包括 了 无 穷 多 个 函数 ,所 以 初始 函数 有 无 穷 索 
个 。 我们 已 经 知道 初始 范 数 都 是 图 灵 可 计算 函数 (第 二 章 $2.? 
中 的 例 1 和 例 2 及 第 二 章 的 习题 4)。 

定 沁 3,1.1 从 初始 函数 出 发 ,经 有 穿 光 次 使 用 复合 和 原始 
志 扫 运算 而 得 济 汀 清 政 称 为 原始 递归 了 贸 数 .全体 原 逮 递归 函数 
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所 槐 成 的 沙 数 类 记 作 多 。 
由 于 初始 少数 都 是 全 消 数 ,而 由 全 函数 经 复合 和 原始 递归 而 
得 到 的 录 数 也 痢 是 全 晴 数 ,所 以 原始 递归 也 数 都 是 全 函数 ,于 是 根 
据 3 2. 4 中 的 定理 2.4. 1 和 定理 2. 4. 2 知 
天 
(多 是 全 体 图 灵 可 计算 函数 所 构成 的 类 )， 但 由 于 和 中 有 定义 域 
不 全 的 隐 数 ,所 以 
到 天， 
我 们 来 看 一 些 原始 递归 阔 数 的 例子 。 
例 1 设 上 为 任意 的 常数 ,函数 
(一 工 十 到 
是 原始 递归 画 数 。 因 为 
fi(z)=8S 5x) 1), 
重复 台 肢 括 里 
例 2 设 上 为 任意 常数 ,还 数 
fr) ok 
是 原始 递归 通 敦 ,因为 户 可 以 由 六 和 零 蚁 数 撕 合 而 得 
fr) = fOr)), 
例 3 信 同 函数 g(x) 一 x 荐 原始 递归 函数 。 因为 它 就 是 初始 
鹃 数 Ui (Cx)， 
例 4 二 元 函数 x 十 y 是 原始 递归 图 数 。 因为 它 可 以 由 一 元 函 
数 g(x 一 但 闻 昭 数 } 和 二 元 消 数 有 Cryy,2) 一 Stx)( 一 元 和 的 后 痰 
函数 可 以 看 成 是 三 元 消 数 的 特例 ) 经 原始 递归 运算 得 到 ; 
/z+0= 
itz 十 (3 二 1) 一 (z 十 人 十 IT。 
俩 5 二 元 元 数 *。，y 是 原始 递归 函数 .因为 它 可 以 由 g(Czr) 一 
0 去 澳 数 ) 利 aryyzy 一 < 十 z( 吉 路 数 看 成 是 三 元 函数 的 一 个 特 
例 ? 妆 原始 递归 运算 得 到 ; 
{x * 0=0 
1> 。 (3 十 1) 一 世 "3 十 工 。 


例 8 xzr1 和 xy 都 是 原始 递归 函数 ， 国 为 xz 一 1 可 以 由 
零 函 数 和 人 恒 同 示 数 (看 成 三 元 函数 ) 经 原始 递归 得 到 ， 
(人 
《二 十 一 1 一 并 
TXT 一 yy 可 以 由 gr) 二 =z 和 (x;y;2) 二 z 一 1 经 原 妨 递归 得 到 ， 
站 -二 人 二 并 
(Op 
例 7 |1z 一 ?| 是 原始 说 归 困 数 .因为 它 可 以 由 了 十 y 和 zy 及 
y》 一 复合 而 得 ; 
[xz—y|= try) (ty rx)。 
例 8 符号 基数 
当 rz >0， 


1 
sgtr) = | 当 x 一 0 
是 原始 递 妇 画 数 . 因为 它 可 以 由 gf 一 0 和 有 zy 一 1 经 原始 
说 归 得 到 ， 


ET 
有 (和 十 1 一 1。 
例 9 反 符 号 函数 
-_ 0 当 > 品 ， 
sgtr) = 1 w z=0 
是 原始 递归 郴 数 。 因 为 
SECz) 一 I--9g(r)。 
例 10 二 元 次 数 
1 当 YY, 
Ctr y= 当 xy 


《了 即 每 词 的 特征 函数 ) 是 原始 递归 函数 。 因 为 
CCriy)=Se(|r—y|), 
下 面 我 们 来 建 并 原始 递归 沙 数 的 一 些 基 本 性 质 。 


也 陛 第 二 潭 习题 5 


定理 3.1.1 设 .Fz)? 为 一 元 的 部 分 国 数 ,二 元 函数 
(一 + ,。 
称 为 对 了 作 简 单 选 代 而 得 的 函数 (注意 ; y 是 变量 ) 。 如 果 f(x) 是 
原始 递归 函数 , 则 J(x,y) 也 蚌 原 始 递 归 函 数 ，。 
证 取 g(z) 一 Az)， hr ye)= f(z), 则 ITCrsy) 可 由 gg 
经 原 如 伸 归 而 得 ， 
人 
Lrsy+l) =f (T(r,y)), 
定理 3.1.2 设 fri*,x4ty) 为 原始 递归 孙 数 , 则 有 蹇 和 


J 
TI Li ，Y2 一 fn i ,点 1 
和 有 界 积 


~ 
hm stay) = I fon, xh) 
吏 是 原始 递归 函数 。 
证 吕 可 由 cr) 和 子 (zryznyy 十 1 十 < 经 原始 
韦 归 得 到 ， 
[8 nD) = Ts nO 
[gre ter yt l= Cr Ty TET TY) 
可 由 ryxr0) 和 了 Cry sz4sy 十 1) < 经 原始 递归 
得 到 ， 
[CCz Ta 0) = fT TO) 
用 人 Ti 一 (二 
定理 3.1,3 设 xgCzy yzo2) 济 呈 十 元 人 全国 数 ,如 下 定 光 
卜 国 数 六 
» 如 果 (D By, 且 
| De 0 
fri rn YY = 
辐 对 每 个 > gt 
tl 否则 


称 为 对 gS (Xl 和 se) 有 界 取 要 小 (有 漠 天 运算 ) 而 得 的 函数 , 记 和 必 


fx i sy = ef g(x, sr 一 站 |] 
如 果 g 是 原始 递归 函数 , 则 也 是 原始 递归 函数 。 
证 容易 验证 


CT1 Tr yO 2[ss( sc ， )) |] 
而 等 式 右 边 的 式 子 显然 是 原始 递 呵 的 . 
注意 :有 界 取 极 小 运算 只 能 对 全 国 数 进 行 , 这 一 点 与 取 极 小 运 
算 不 同 。 
定理 3.1.4 设 对 每 个 2 g(r; (入 1 所 mw 十 1) 都 是 原 
始 递 妇 滞 数 ,ar(zi ,xT7 (1 夺 ? 必 mw) 也 都 是 原始 递归 函数 ,并 且 尺 
中 没有 两 个 同时 为 0, 则 分 段 定 久 的 函数 六 


EB1CTL ss Ts) ar) 0 
BE) 当 or ) =0 
Fir yr) = seep a 
Em tT1s sr) 当 ox =D 
Bmti (TEs 其 他 情形 . 
古 原 姐 佣 归 郑 数 。 
证 不 难 验 证 


fx + = Zu(giln yr Sg lal yes] ) 


tgatilris rt)» Seg(] Luc, 1)), 
等 式 右 端 的 表达 式 显然 是 原始 递归 的 。 
定 兴 3.1.2 设 己 是 2 元 谓 启 (Ca 元 关系 }, 如 果 P 的 特征 沙 
z 
1 当 P(ris ,x,) 为 真 ， 
UD 当 Pa ye 为 假 
是 原始 递归 函数 , 则 称 PF 为 原始 雍 妇 谓词 。 
定义 3.1,3 设 4SN"( 即 4 是 兰 然 数 z 元 组 集合 ,zzz1) ,如 
3 


Coir LT) = 


单 4 的 特征 纯 数 


1 妾 (zyzo)E 人 ， 
人 4 一 0 当 (z ,二 在册 
是 原始 递归 函数 , 则 称 4 为 原始 递归 集 。 


由 例 10, 我 们 知道 等 词 = 是 原始 递归 博 词 。 
例 11 设 六 zx,… ,xr,) 是 原始 递归 函数 ,5 是 常数 , 则 谓词 
FT) 一 所 
是 原始 递归 谓词 。 因 为 它 的 特征 函数 是 
Cf rs sr) Db) 
例 12 空 集 儿 是 原始 递归 集 。 因 为 
Coalr) = Ox) 
全 体 自然 数 的 集合 N=f0,1,2,3,…} 是 原始 递归 的 。 因 为 
全 
例 13 区 计 类 原名 入 站 这 。 设 4= {ta} ,出 
1 果 |zx 一 a 二 0， 
Ce 0 否则 。 
因为 由 例 7 知 ，|*+ 一 za| 是 京 始 递 归 琐 数 ,于 是 根据 定理 3.1. 4, C。 
是 原始 递归 函数 
例 14 xz<<y 是 原始 递归 谓词 。 因 为 
CotTry) = og yx) 
定理 3.1,5 设 zyzy) 和 zzz 者 是 原始 递 好 函 
数 , 则 元 谓词 
FT Tn) = aT Tn) 
是 原 弹 递归 谓词 ， 
证 容易 验证 ,该 谓词 的 特征 阔 数 就 是 
Cetf ro adsB Ts Tn)) 
它 当 然 是 原始 人 递归 消 数 。 
定理 3.1.6 设 P 是 n 十 i 完 原 始 人 递归 调 词 ,对 请 作 有 界 取 板 
小 运算 而 得 到 的 哨 数 
4 


必 基 音 串 ) p< yy; 县 


(2) PCOrism Ts6) 真 , 量 
fr i ,3 一 
(3) 对 每 个 Tp, Plxis" ,x42) 慨 ， 
y 十 1 否则 


(也 记 作 Fr ys 一 pe[LPCz…yzryz)])》 也 是 原始 递归 函 
数 。 
证 容易 验证 
peP Crs sr Tn ,2) = ef Sg CpCn ss) ) = 0], 
根据 定理 3.1. 3, 它 是 原始 递归 函数 ， 
定理 3.1.7 车 P,Q 都 是 (x 元) 原始 递 归 谓 词 , 则 一 P， 
PAQ, PYQ 者 是 原始 递归 谓词 。 
证 
CPT Ta Ct pn) 
人 PP 人 人 
人 PPYyeETET sy Tn) SIE CPp TI Ta) oT ) 
类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 
定理 3.1.8 设 AECN",BCN", 如 困 4 和 上 都 是 原始 递归 
集 , 则 4, AUB, AMmB 也 都 是 原始 递 当 集 。 
推论 3.1.9 有 穷 集 都 是 原始 递归 集 ( 习 题 4) 。 
我 们 引入 有 界 量词 符号 了 和 VY，, 其 意义 为 
导 =PCz， 9 Te) dee yAPlrim, Te)), 
¥ Pry rs) © Yr(rEy PTs 2)), 
定理 3.1.10 如 果 Plzi,… ,rss2) 是 原始 递归 谓词 ; 则 
=Prz ， oa 
YeP rs Try 人 
都 是 原始 递归 谓词 。 


证 i 记 IzPCri yx) 为 RT ee Ys 
一 45 一 


记 VYzP(z， 7" ;之 为 CA] + sy Tn 9 出 


- 
区 人 rn = gt Ce 9) 


Cs Tn ;3) 一 Ler, py 
最 后 ,我 们 来 讨论 一 个 今后 时 党 要 用 到 的 一 个 原始 递归 函数 
一 一 配对 函数 ， 
考虑 二 元 函数 


十 十 下 


T(r) = +x, 


然 它 是 一 个 原始 递归 函数 ,容易 证 明 ， JGCryy) 是 从 N? 到 NN 的 
一 一 对 应 (所 以 称 为 配对 引 数 7, 这 个 对 应 关系 可 以 用 如 下 的 无 穷 
家 楷 来 表示 ; 


ee 


10|15|21|28|36145| 
一 于 sla2|29[37|te|5e[ 
Ts eatsslsolselarls?l- 
3 19|13|18|24|31|39|48158| | 
4 |14/19|25|32|40|49|591 [ee [ee 
5 |20/26|33[/41|50160]- [| [et 
6 |27|34|42)511 6 | 
7 35|43152|]62l de 
8 44153(63] lle ee 
9 54|6a ppp 
ee 


表 3.1 配对 函数 
由 于 J 了 lr,y} 是 一 一 对 应 ,斯 以 等 式 
== (rx) 
4 rr 


也 就 确定 了 一 个 从 六 到 入 的 一 一 对 应 ,因此 xz 和 yy 也 都 是 = 的 
郴 数 ,我们 把 这 两 个 函数 分 别 记 为 
工 二 以 之) 和 y=r(z), 
于 是 
Tort = CT 一 一 
现在 我 们 来 证 明 x 二 (x) 和 y= 二 r(z) 也 都 是 原 妈 递归 函数 。 
注意 到 : 
TE ry), yd ry), 
于 是 
z=?(z) 一 piL3 ji ) =2))], 
y=7 (C2) =p ji 7) =2)], 
由 于 .76 力 一 < 是 原始 递归 谓词 ,加 上 有 界 量 词 后 仍 是 原始 递归 
请 词 , 再 用 有 界 取 极 小 运算 ,得 到 的 函数 就 是 原始 递归 落 数 。 
今后 ,我 们 把 (x,y)， 《和 7? 统称 为 配对 函 才 ， 有 时 也 把 
上 27 和 rz 叫做 -rz 的 反 函 数 。 
实际 上 ,但 J(x,y) 这 样 的 从 N: 到 NN 的 原始 递归 的 一 一 对 应 
有 无 穷 多 个 ,者 可 以 叫 知 配 对 函数 ， 
类 似 地 ,我 们 可 以 定义 从 N" 到 NN 的 一 一 对 应 的 原始 递归 函 
数 及 其 反 忠 数 , 称 为 元 配对 较 数 ,具体 为 ; 
T=, 
一 
dT y= (rT ye), 
at El Te Tt = CR XA) To 
它们 当然 也 都 有 原始 递归 的 反 函 数 ; 令 z=J,Cxi,… ,x,); 则 


Tl=Xi" Cz)— de “Ee “站 
1 如 Bi 
ys 二 NR" 2) =r (名 人 
4 二 4 一 1 层 括号 


rH (CF) =r(e), 
附 记 事实 上 ,把 x" (xz) 看 成 #4,i,z 的 二 元 函数 ( 当 i 半 # 和 
i 二 7 二 0 时 , 定 关 z(t2)= 二 0) 也 是 原始 递归 背 数 .证 明 留 给 读者 。 


$33.2. 部 分 媚 归 泵 数 


定义 3.2.1 由 初始 函数 出 发 ,经 有 穷 次 使 用 复合 .原始 亡 归 
和 取 极 小 三 种 运算 而 得 到 的 函数 , 称 为 部 分 递归 函数 ,全 体 部 分 递 
归 函 数 的 类 记 作 史 ， 
如 果 部 分 递归 函数 了 的 定义 域 是 全 的 ,就 称 之 为 递归 全 国 
数 。 
部 分 递归 函数 也 称 为 疡 递归 函数 ,简称 递归 函数 (请 注意 ,在 
有 些 文 献 中 是 将 “递归 全 函数 "简称 为 “递归 函数 ”, 本 书 中 的 “递归 
函数 " 刚 是 措 * 部 分 递归 函数 ”) 。 
由 定义 3.2,1 和 和 上 一 节 的 结果 ,我 们 知道 
和 远 过 二 客 。 
例 ] zx 一 y 是 递归 函数 .因为 
一 y 一 mszLfz 十 3 二 一 个]。 
例 2 ”相处 无 定义 的 函数 疡 是 递归 函数 .因为 它 可 以 表示 为 
rz[zt+1=0], 
例 3 [是 递归 函数 .因为 


[ 诗 j=me[z<y' 林 一 1.。 
定理 3. 2. 1 如果 go，…rryz) 是 递归 画 数 ,出 有 界 和 
8x di ,天 7 ， 
有 界 积 
__ 二 各 me 


] gc ,rh) 
和 有 界 取 极 小 
je[ g(x eva 下 一 0] 
所 得 到 的 钵 数 也 都 是 递归 函数 。 
证 骨 与 定理 3, 1.2 及 定理 3. 1. 3 的 证 明 相 似 , 从 略 。 
定理 3, 2. 2 设 对 每 个 1sSEES) g(r zn) 和 (xls ， 
zx) 都 是 递归 函数 , 且 a 中 没有 两 个 同时 为 0, 则 分 段 定 久 的 函数 
BI1 CTL ye) 妆 (rt) C=, 
Ba Ctr To 当 afzl ) =0, 
fr sr) = 
Em CTs 当 a (Lis ,一 站 
无 定义 其 他 情形 ， 
也 是 递归 五 数 。 
请 注意 ,定理 3. 2, 2 不 能 照搬 定理 3. 1. 4 的 证 明 方法 .这 里 有 丙 
点 不 同 :一 是 本 和 定理 中 的 = 只 是 部 分 递归 函数 ,其 定义 域 可 能 不 
全 ; 二 是 对 于 “其 他 情形 ”不 是 定义 为 茶 个 铺 数 ,而 是 无 定义 ,因此 
如 果 我 们 仍 采用 定理 3. 1. 4 的 方法 把 了 表示 成 


fm) = eBE (at) (*) 
那么 , 当 a Cxiye yz) 无 定 交 ;1 而 ayCa*,T) 和 gzCxi，… ,Ts) 都 
有 定 闵 且 Op (TE 9 Tn) — 08 :按照 a 的 年 沈 应 当 有 

(Cry 一 区 ion 

而 按照 表达 式 (x)， 却 得 出 Fr zs 无 定义 的 结论 ,因此 (*) 并 
不 是 了 的 表达 式 。 

定 惠 3, 2, 2 盘 证 明 我 们 将 在 第 五 章 给 出 。 

由 于 今后 我 们 要 反常 接触 定义 域 不 全 的 函数 ,为 了 避免 误解 ， 
我 们 在 北 费 再 一 下 有 关 记 法 的 约定 : 

今后 , 当 我 们 写 
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frr ra) —a 
的 夺 候 ,我 们 的 意思 是 (zl…,zoyEdom 了 并且 函 数值 f(x,…:， 
To 一 ae 在 需要 特别 明确 这 一 点 时 ,我 们 把 这 个 意思 写成 
fri + Xn) * i 
类 和 似 地 ,我 们 也 把 “zx,,… ,zx,YE dom 上 但 其 函数 值 f(x ,…， 
Xu) 不 等 于 a” 表 示 成 
frr rn) Fas 
今后 ,除非 明确 知道 f(z1,… ,zc,) 有 定义 (比如 /是 全 函数 ) ,我 们 
一 般 不 使 用 .Fr za 的 记 法 。 
由 于 原始 递归 晤 数 都 是 全 孙 数 ,而 部 分 递归 函数 中 有 定义 域 
不 全 的 泣 数 ,因此 和 由 定义 易 知 部 分 递归 耻 数 不 都 是 原始 递归 函数 ，。 
那么 ,部 分 递归 函数 中 的 全 函数 是 否 就 都 是 原始 递归 函数 呢 ? 
阿 克 曼 构造 了 一 个 阴 数 ( 称 为 阿 克 要 函数 )ACzr,y), 并 证 明 ， 
4(4z0) 是 网 归 全 困 煞 ,但 不 是 原始 递归 困 数 ， 
阿 克 曼 冰 数 的 是 六 是 ， 
如 0 一 十 1， 
bere, 
Atr 二 ly 十 1) 一 Atr, ACtr 二 1,Y)), 
有 关 的 证 明 可 参看 [3]. 
定义 3.2,2 设 已 是 # 元 十 词 , 如 果 叫 的 特征 函数 CeCzl，…， 
TT») 是 递归 霄 数 , 则 称 P 为 递归 谓词 . 
定义 3.2.3 设 ACN", 如 果 有 的 特征 消 数 Catzi,"… ,zn) 是 
递归 函数 , 则 称 4 为 递归 集 . 
原始 递归 集 ( 谓 词 ?都 是 递 好 的 ,但 反之 不 然 。 
对 于 递归 全 请 数 Fr 和 gry x,) ;谓词 
JP rs) ETL ts) 
是 递归 谓词 .证明 留 给 读者 ,注意 ;全 还 数 的 条 件 是 不 可 少 的 。) 
以 下 几 个 定理 第 出 了 递归 谓词 和 递归 集 的 -一 些 基本 性 质 , 它 
打 的 证 明 都 与 上 一 节 中 有 关 诛 始 递归 谓词 和 原始 递归 集 的 对 应 定 
一 一 on a 


理 相 梳 , 此 处 从 上 略 。 

定理 3.2.3 ”如 果 也,@ 剖 是 递归 谓词 , 则 一 P,， PYQ 和 PAQ 
也 都 是 递归 博 词 。 

定理 3. 2.4 如 果 AEN", BGN',A,B 部 是 递归 集 , 则 4， 
AUB, ANMmB 也 都 是 递归 集 。 | 

定理 3.2.5 如果 Plz"*yzxm) 是 nn 十 1 元 递归 谓词 ; 则 加 上 
有 界 量词 后 所 得 到 的 * 元 谓词 

习 zP(zl ,rns 2), 


种 
YeP rs ,Taye) 
也 都 是 递归 谓词 。 
以 后 ,为 了 方便 ,我 们 也 对 谓词 作 取 极 小 运算 : 
b 好 果 (D Plz ys 上) 为 真 ， 
并 且 避 对 每 个 x<b， 


Plxrirnn dy) = 
Hy Tn Preyziz) 候 


无 定 艾 否则。 
显然 ， 
pyPlris sa y= pyL Sg Cp ry Ta y= 01, 
所 以 ; 如果 P 是 递归 谓词 , 则 payP Lr" ;xx 是 弟 妆 藻 数 ， 


习 题 
1. 证 明 以 下 立 数 都 是 原始 递归 函数 ; 
(1) zi C2) 定义 站 一直 
(3) [Vr] C4) plzx) 二 第 xz 十 1 个 素数 ， 


2. 证 明 以 下 函数 都 是 原始 递归 另 数 ， 
(1) Maxtr ;y(t 取 zy 中 较 大 的 一个》， 
(C2) Min(z,y)( 取 了 ，y 中 较 小 的 一 个 )， 
__ 马上 . 


zsy 的 最 大 公约 数 当 z 天 0 且 yz 
(3) fz = r=0 或 y=0 
(4) Fir Vy 一 [zy yjCr;sy 的 最 小 公 售 数 )， 
3， 设 可 (1 Tis Bri ya;y) 都 是 
(原始 ?递归 郴 数 ,证 明 以 下 四 个 郴 数 都 是 (原始 ?递归 的 ， 


cl1) 之， Tl 
1 

(2) 之 gs 有， 
ht 


3.] a 


C3) | g(r Tsk), 


| 于 yr? 


{4》 [I BT ;Tn 


= + 


4. 证 明 以 下 谓词 都 是 原始 递归 的 (从 而 其 外 延 集 都 是 原始 递 


归 集 ); 
(1) *zx 是 偶数 ”， (C2) <“ 是 素数 ”， 
(3)7“z 是 奇数 ”， (4) “zx 是 2 的 方 震 ”。 


5， 设 ASN ,证 明 : 如 果 A 是 有 穷 集 , 则 有 A 是 (原始 ) 递 归 集 。 
6. 证 交 二 元 月 词 div 为 ; 
div C(x, Yy) 所 xz* 基 0 且 > 能 整除 y 
证 明 divtx,y) 是 原始 递归 证词。 


7. 证 明 函 数 
Ne 一人 的 因数 的 个 当 rz0 
当 x=0 
是 原始 递归 捐 数 。 
8、 证 明 函 数 
《TD 一 27(235 十 1 一 上 
是 一 个 配对 函数 。 
9. 证 明 以 下 画 数 是 部 分 递归 函数 ; 
SD 


(DD) 和 (2) [六 


(3) rem(zx,y) Cy 被 xz 除 所 得 的 余数 ) 
1]0， 对 任何 自然 数 x, x 可 以 唯一 地 吉 示 成 ; 


(1) xz 一 Zn (其 中 a 为 0 或 1)， 
如 果 rz 计 0， 还 可 以 唯一 地 表示 成 
《2 立 一 后 十 2 十 十 2 《( 其 中 宇 1 0 和 了 之 和 之 本) 
(3) 地 二 2 十 3 二 + 十。 十 2 二 4 二 人 1 
定义 ; 
atzyf) 一 (1) 中 的 名! 


1* =| 如 果 x 半 0 
lo 否则 
(中 的 b; 如 果 I>0 目 1 入 ) 
pis ;并 一 
0 否则 
. 人 &, 如果 x0 且 1 和 1[ 才 1* (z) 
dt rT) = 
0 否则 


证 明 :z, 六 ,56 4a 祁 是 ( 际 始 ? 启 归 国 数 。 

11, 设 gifzi ze) ori 
是 原始 递归 痛 数 ,P(r yx) PoCrisr yc) Pn(xir": 
xz) 都 是 原始 递归 谓 户 ,并 且 Pi,…,P。 中 没有 两 个 同时 为 真 , 定 立 
画 效 /: 


和 ,Tn ) 当 下 ,en 为 真 
| 旦 时时 于 昌 二 二 二 证 昌 生 时 
(FT1y yn) 
7 | gs Cis ee st) 当 Pa 9 zw) 为 真 
gat dT sn) 其 他 情形 
证 明 是 原始 递归 隔 数 。 


1 <， 设 gr Ball 本 gtxisszn) 都 是 

部 分 递归 国 数 ,PCri ,7,})， Pal Trt) “my 站 

部 是 递归 谓词 ,并且 P,…,P 中 没有 两 个 同时 为 真 ,定义 银 数 了， 
-ee- 63 i 


[gi CFs ) 当 (re yw) 大 真 


Ci yo 一 有 当 己 Cr ,zy) 史 真 
无 定义 其 他 情形 
证 明了 是 部 分 递归 函数 .( 注 意 比较 11.12 两 题 的 差别 ,) 
13. 设 glmszi,… Xx) 是 递归 全 函数 ,证 明 nw 十 1 元 函数 
CE 
tn) 
是 递归 全 函数 .( 本 题 中 的 “递归 全 范 数 ”也 可 以 改 成 “原始 递归 函 
数 ”。) 


第 四 章 
通用 函数 和 珊 用 图 赤 机 


在 前 面 两 章 我 们 分 别 定 义 了 图 殉 可 计算 臣 数 类 % 和 部 分 递 
归 函数 类 及 ,并 且 知 道 
腔 和 党 。 
此 时 ,十 分 自然 的 问题 就 是 ;是 否 也 有 
多 天 沉 了 
我 们 就 其 这 一 目标 开始 本 竟 的 讨论 。 我 们 将 会 发 现 所 获得 的 
结果 要 还 还 大 于 我 们 的 期 刻 。 


34.1 图 灵机 的 算术 化 


我 们 的 基本 目标 是 证 明 图 灵 可 计算 阔 数 都 是 部 分 递归 函数 ， 
为 此 目的 ,我 们 先 要 将 图 灵机 的 符号 语言 转化 为 有 关 自 然 数 的 语 
言 .将 符号 演算 问题 转化 为 自然 数 问 题 ,是 哥 德 尔 在 证 明 不 完全 性 
牢 理 时 最 完 使 用 的 ,内 此 通称 为 如 德尔 配 数 法 .具体 实现 这 件 工作 
的 方法 很 多 ,我 们 采用 配对 本数 来 作 这 件 事 。 


$4.1,1 图 灵 视 的 编号 

从 一 般 意义 上 讲 , 图 灵机 是 可 数 集合 ( 全 体 四 元 组 的 集合 ) 的 
有 穷 子 集 , 因 此 总 共有 可 数 无 穷 多 部 网 灵机 ,我 们 可 以 通过 一 种 能 
行 的 方法 将 它们 一 一 列 出 , 编 上 号 码 ,由 于 这 种 编号 方法 具有 重要 
意义 , 它 可 以 将 一 切 非 自然 数 对 象 的 判定 问题 (比如 一 个 命题 逻辑 


的 公式 是 否 命题 演算 的 定理 ) 转 化 为 有 关上 自然 数 的 判定 癌 题 ,所 以 
我 们 在 这 里 讨论 一 种 具体 的 编号 方法 。 

记 全 体 四 元 组 的 集合 为 Q, 显 然 

心 一 { 00 9G1 pr {So rs" } {RLSor} {gos dr""" | 
我 们 定义 上 映射 并 : @>A 为 ， 


人 十 2 - 当 ea 为 gi; Oj Ss qs 
Ha) =, j,0,) 当 a 为 gSjR go， 
J (tis ld) 当 a 为 gSLg 


(其 中 凡是 四 元 配对 畏 数 ,参看 8 3. 1)。 
容易 看 出 ，# 是 一 个 一 一 对 应 ,而 且 是 一 个 能 行 的 一 一 对 应 ， 
给 定 四 元 组 a 之 后 , 我 们 可 以 使 用 轩 元 配对 沙 数 实际 算出 #(Ca)， 
反之 ,给 定 自 然 数 8， 我 们 也 可 以 实际 找到 满足 并 (ae) 一 5 的 那个 
《唯一 的 ) 四 元 组 <。##(o 称 为 四 元 组 的 号 码 。 
” 秽 如 , 当 a 一 qo'1 0 go 时 ， 
#0 =J(0,1,2,0) = (00,1,2),0) 
=J C01) ,2) 10) 一 (70 ,2),0) 
一 .J(7,0)= 一 35。 
反之 , 设 #(89) 一 10, 我 们 可 以 算得 
xf(10) 一 上 CECiO) 一 0， 
人 《10 一 > 人 (CC107)7) 一 站 
(10 一 riC10)7)7 一 0， 
XIO0) =—=r(10)=4, 
于 是 
P=g GR gs 
今后 ,我 们 将 四 元 组 a 与 a 的 号 码 间 (ta) 等 同 看 待 , 当 我 们 说 
四 元 组 5 时 ,意思 是 指 号 码 为 妃 的 那个 下 元 组 。 
使 用 类 似 的 方法 ,我们 也 可 以 给 图 灵机 编号 .对 于 非 空 的 图 灵 
机 了 一 {sd 好 的 号 码 为 
#2) = JH) a) ) 4) 


-一 一 SA 一 一 


称 #(Z) 为 Z 的 导 码 .这 里 应 注意 以 下 三 点 ， 
(1) 我 们 定义 的 图 灵机 是 {四 元 组 的 ) 元 序 集 ,而 #(Z) 的 值 却 
与 计算 #(22 时 四 元 组 的 排列 次 序 育 关 , 因 而 一 部 图 灵机 可 能 有 不 
只 一 个 导 码 ,实际 上 ,由 和 个 四 元 组 组 成 的 非 空 的 图 泥 机 有 rm! 个 
不 同 的 号 码 ， 
(2) 由 于 四 元 组 的 有 穷 子 集 不 都 是 图 灵机 (图 灵 棋 要 求 不 能 
有 两 个 四 元 组 头 两 个 符号 对 应 相同 ) ,所 以 并 非 每 个 自然 数 都 基 非 
空 图 灵机 的 导 码 .对 于 那些 不 是 非 衬 图 庆 机 号 码 的 自然数 (有 无 
窃 儿 个 ) ,我 们 以 n 为 空 图 灵机 的 号 码 , 这 样 , 每 部 图 灵机 都 有 至 少 
一 个 号 码 ,而 每 个 自然 数 也 都 是 (唯一 的 ?一 部 图 灵机 的 号 码 。 
《3) 图 灵机 的 编号 方法 并 不 是 一 个 辣 数 ,上 它 不 是 单 值 的 ;而 且 
表达 式 
#2Z) =J (Tat) ,Ha ) ) sn) 
并 不 是 我 们 通常 意义 下 的 函数 式 , 国 为 它 没有 国定 的 元 数 。 
对 于 我 们 来 说 ,重要 的 是 上 述 编 号 方法 是 能 行 的 ;给 定 图 灵机 
zZ， 我 们 可 以 实际 算出 并 (ZI (尽管 不 同 的 人 算出 的 辣 果 可 能 不 
间 ) ;给 定 自然 数 a, 我 们 可 以 实际 找到 唯一 的 图 灵机 Z 使 #(2) 一 
a. 为 了 我 们 的 目标 ,能 作 到 这 一 步 就 够 了 。 
通过 上 述 绵 号 方法 ,有 关 四 元 组 或 图 员 机 的 问题 就 都 转化 为 
一 个 关于 卓然 数 芍 问题 ,今后 我 们 将 把 它们 等 问 看 待 。 
如 果 两 个 四 元 组 < 和 品 的 头 两 个 符号 不 全 对 应 相同 ,就 称 
和 是 相 容 的 . 当 a 一 #(e)，5 一 井 ( 有 时 ,说 
四 元 姐 a 和 上 5 相 容 
就 是 说 
四 元 组 uw 和 月 相 容 
下 面 我 们 来 讨论 两 个 与 四 元 组 .图 灵机 有 关 的 朝 词 : 
例 i 谓词 “四 元 级 ae 和 5 相 容 "是 原始 递归 的 ,因为 它 等 值 于 
Ca (a) ER PI NY (Cri (a) Fm pb)), 
例 2 ”谓词 “ce 是 非 空 图 灵机 ”是 原始 递归 的 ,因为 它 等 什 于 


3a {Gm =r oO AVIVAG=IY (a (0))S A le)) 
相 容 ))}。 
在 第 二 童 中 ,我 们 以 硬 ? 表示 图 灵机 了 所 计算 的 关 元 函数 。 现 
在 我 们 有 了 编号 ,如 果 e= #5Z) ,今后 我 们 更 常 使 用 
， 再 "” 或 者 {e 
来 表示 Z 所 计算 的 元 薄 数 i( 即 第 e 叶 图 灵机 所 计算 的 %* 元 隔 
数 ). 当 mn 二] 时 ,上 标 (n} 可 以 咯 去 不 写 。 


这 样 ,函数 序列 
PD", BD 本 4 ， "人 
或 { 接 另 - 种 写法 ) 
(9 ”人 ee 《攻关 】 


包括 了 全 部 的 x 元 图 灵 可 计算 落 数 .特别 重要 的 是 ;由 于 每 个 元 
可 计算 函数 都 有 无 穷 多 个 计算 它 的 图 灵机 ,所 以 每 个 图 灵 可 计算 
函数 都 在 序列 (C*) 和 和 (kx *) 中 出 现 无 穿 多 次 。 

与 上 述 记 号 相应 ,我 们 以 二 个 表示 人 "的 定义 域 , 以 E'"” 表 
示 $0 的 值 域 .同样 , 当 n==1 时 ;上 标 (n) 可 以 略 去 不 写 。 


3 4.1.2 拥 时 描述 的 编导 
图 灵 机 的 瞬时 描述 是 由 圣 少 一 个 字母 和 恰好 一 个 内 部 状态 所 
组 成 的 有 穷 序 剂 (内 部 状态 不 是 最 右边 的 符号 ), 我 们 用 如 下 方法 


来 给 它们 编号 ; 
先 给 每 个 字母 配 上 一 个 偶数 
#5) = 27, C=0.1,2,.") 


给 每 个 内 部 状态 配 上 一 个 音 数 
#9 二 2i 十 1。 (f=—=0,1,2,"":) 
然后 我 们 就 可 以 给 每 个 瞬时 描 证 
dD, Ds, 
配 上 上 一 个 自然 数 #(a) , 称 作 a 的 号 码 ， 
Hla = 2a Lam DF DT 27 2P1 se | |) 


《其 中 |a| 一 关 十 4 十 2 是 上肢 时 描述 e 的 长 度 )。 
显然 ,每 个 瞬时 描述 都 有 唯一 的 导 码 。 然 而 ,并 非 每 全 自然 数 
玫 是 瞬时 描述 的 导 人 码 , 不 这 恒 要 的 是 
3| 理 4. 1. 2.1 “是 瞬时 擅 述 (的 号 码 )” 是 原始 递归 谓词 。 
证 “所 是 肯 时 描述 (的 号 码 )” 等 值 于 
r(R) 一 天 { 即 a 的 长 度 ja|==n) 人 
并 且 
RY =1,2,. ,1) 
中 怡 有 一 个 是 奇 歼 ,而 且 这 个 亲 数 不 是 最 右边 的 符号 ,这 可 以 表述 
为 
3i(CC0<i<D A “nok)) 是 麻 数 ”AYj(GO=DYV 
VECE)) 是 个 数 2  - 加 
显然 ,由 和 局 者 是 原始 递归 的 ,而 
二 是 瞬时 描述 (的 号 三 )” 生 四 A 国 ， 
所 以 , 关 是 肯 时 描述 { 的 号 码 ) ”是 原始 递归 请 词 。 
今后 ,我 们 就 将 “号 码 为 二 的 瞬时 描述 ”与 自然 数 上 等 同 看 待 。 
引 理 4. 1. 2. 2 谓词 “y 是 输入 (xz 的 初始 的 瞬时 描 
述 ” 是 原始 递归 的 。 
证 y 是 输入 (zl,…,zx,) 初 始 的 瞬时 描述 ,就 是 说 以 y 为 号 
码 的 瞬时 描述 形 如 


go tO tO Ol rt) CxY 
这 等 值 于 

“y 是 瞬时 描述 ” 世 ) 
并 且 

Ar 一 人 2 十 2 (xy 的 长 度 ) (4) 
并 且 

ry))=1 cx) 的 第 一 个 符 导 为 gp) 
并 且 | 


A dly))=0 (x) 的 第 zj 十 3 个 、 

x ty) =0 第 zx 十 x 十 5 个 ee 
st 第 zw 十 … 十 24 一 1 个 
1))= 二 01 符 导 为 0 


© 


并 旦 
YjC=1 V j=XT1t 3 j= 十 "十 x 十 24 一 1 
Vay 一 2) (fs) 中 其 余 符 号 为 1) 
由 于 鲜 --@@ 都 是 原始 递归 的 ,所 以 谓词 “> 是 输入 (Cz,… ,xz) 
的 初始 的 朋 时 描述 ”是 原始 递归 的 。 
引 理 4.1.2.3 谓词 “y 是 相对 于 图 灵机 的 终止 的 瞬时 描 
述 ? 是 原始 递归 的 。 
证 “y 是 相对 于 图 灵机 的 竹 止 的 瞬时 描述 ”是 说 yy 中 的 内 
部 状态 鸭 ,所 对 的 方 格 中 写 有 SS;, 而 e 中 没有 以 95) 开 类 移 四 元 
组 ,这 等 值 于 
k= 二 ry) (Cy 的 长 度 为 站 ) 人) 
并 且 | 
m 一 rte) (Ce 中 及 个 四 元 组 ) 
并 且 
pdidi(a dy) = 27 十 1 ry)) 一 27 人 
AVs(rip(rm (Ce)) 天 VC (Le)) FN)) 
由 于 全 一 鲜 剖 是 原始 递归 谓词 ,所 以 “y 是 相对 于 图 灵机 <e 的 
终止 的 有 眩 时 描述 ”是 原始 递归 的 ， 
在 给 诅 时 描述 编 配 的 基础 上 ,我 们 可 以 进一步 给 肯 时 描述 (有 
穷 ) 序 靖 编 导 。 
设 轨 是 瞬时 描述 序列 
= (CW, WP,), 
定 儿 于 的 号 码 #( 亚 ) 鸭 ; 
入 (二 J (J (HCD 1) 
so 一 


显然 ,每 个 瞬时 描述 序列 都 有 唯一 的 号 码 , 但 不 是 每 个 自然 数 
者 是 瞬时 描述 序列 的 号 码 。 对 此 我 们 仍然 有 
引 理 4. 1. 2.4 谓词 “> 是 瞬时 描述 序列 (的 号 码 )”* 是 原始 递 


归 的 。 
证 “y 是 瞬时 搞 述 序列 (的 号 码 ) ”等 值 于 
六 (人 一 天 19 
并 且 
YiC<xm (Cy)) 是 瞬时 描述 ”) 由 


显然 ,和 和 他 都 是 原始 递归 的 。 


§ 4.1.3 图 灵机 的 算术 化 
有 了 以 上 的 编号 方法 ,我 们 就 可 以 将 有 关 图 灵机 的 一 系列 谓 
词 转化 为 数论 谓词 。 
例如 ,关于 图 如 机 的 衫 词 
a—p (2) 
就 对 应 着 一 个 数论 谓词 
Myele) | 
其 意义 为 ;:“* 甩 时 抽 述 1 经 图 灵机 € 的 一步 ) 运 算 恋 为 购 时 描述 


np 


Ve 日 
引 理 4. 1, 3.1 谓词 y, 一 yz(e) 蚌 原始 递归 的 。 
证 图 灵机 的 运算 有 三 种 ,在 此 我 们 只 讨论 根据 四 元 组 
gi S, Sr gm 所 进行 的 运算 ,其 他 两 种 情形 是 类 似 的 , 留 给 读者 。 
如 果 ae (Z) 是 根据 Z 中 的 指令 gy 5 Si gq 进行 的 , 则 
人 
B: Seda, qe Ses, 
其 中 失 (Z)=e. Hla) 二 %，#() 二 yy。 
在 这 种 情形 ,谓词 yy 一 yte) 等 值 于 
“yy 是 瞬时 描述 ” | CD 
并 且 


“yz 是 瞬时 描述 ” DD 
并 且 / 
rity)=rty)=M (3 
并 且 
rie)=N 出 
”并 且 
“e 是 非 空 图 灵机 ? © 
并 且 


时 上 用 向 时 


3 当 朋 性 A pA3s {a C=2F1 A Uy =27A 
a (Ly) ) = 2 十 1 A a ly)) = 2 An (ee)) = 
CE 上 二 人 Yulup Aupi lr (yy)) = 
xy : 
显然 谓词 中 一 食 都 是 原始 递归 的 , 震 此 其 合 取 式 也 是 原始 递归 的 。 
干 是 在 这 种 情形 ,谓词 y 一 yce) 是 原始 递归 的 ,对 一 般 情形 ,谓词 
yi ye) 
是 三 个 如 上 所 说 的 合 取 式 的 析 取 (对 应 图 灵机 运算 的 三 种 情形 )， 
因此 是 原始 递归 的 。 
”对 每 个 n 实 1 ,我 们 用 
Tri yas Ye) 
表示 谓词 “y 是 图 灵机 e 在 输入 元 数组 (zj,… ,x,) 后 的 计算 ”这 
是 一 个 = 十 2 元 谓词 。” 是 参数 ,也 就 是 说 ,对 于 每 个 n, 有 一 个 这 样 
的 谓词 ,这 一 组 谓词 统称 为 克利 尼 们 谓词 。 
引 理 4, 1, 3. 2 ,Cxis… ,roy;e) 是 原始 递归 谓词 。 
证 了 ,zzreyyre) 等 值 于 以 下 五 个 博 词 的 台 取 ， 
(1) y 蚌 瞬 时 描述 序列 ; 
(2) m=rty); : 
(93) x Ci(y)) 是 输入 Cz,… ;xz) 的 初始 骨 时 描述 ; 


{4) Yiti=0V Ca yD ay) Ce 


(5) sm Co) 是 相对 于 e 的 终止 的 朋 时 擅 述 。 
我 们 已 经 证 明 (1) 一 (5) 都 是 需 始 衣 反 谓词 (5 引 理 4. 1. 2. 2 一 -4 
1. 2. 4,93| 理 4. 1, 3, 1); 国 此 FT, CT sr ;sy98) 是 原始 雍 归 请 词 。 


3 4.2 通用 函数 和 通用 图 灵机 


对 任意 的 y,; 令 
m= 二 rty), 
da 二 ne (Ly) ), 
ria) 。 
当 使 上 一 节 中 了 (zzyyre) 为 真 时 , mmr 就 是 该 计算 的 
步 数 , a 是 终止 的 瞬时 描述 ,上 是 终止 的 肢 时 棍 述 的 长 度 。 
定义 一 元 全 函数 Uy) 六 ; 


UW= C2 ra)))) 
易 见 , 当 了 (rryyy6) 为 真 时 ， UCy) 就 是 终止 的 瞬时 描述 中 1 
的 个 数 , 也 就 是 该 计算 的 输出 。 根 据 定 义 的 表达 式 ，CCy) 显 然 是 
原始 递归 阔 数 ,于 是 由 圭一 节 中 的 引 理 我 们 立 最 得到， 
定理 4. 2. 1 对 每 个 ”之 1， 
Bm te) =U pyT rs Tye)) (x), 
定理 4. 2.1 是 迄今 为 止 我 们 所 讨论 到 的 最 重要 的 定理 , 岂 做 克 
利 尼 范式 定理 . 它 向 我 们 播 示 了 以 下 几 点 ， 
1. 图 灵 可 计算 国 数 都 是 部 分 递归 国 数 ,因为 (xs 中 等 式 右边 
的 表达 式 是 部 分 递归 的 ,与 定理 2. 4. 1--2.4. 3 及 第 二 章 习 题 4 结 合 
起 来 ,就 得 到 
这 二 
2， 以 前 ,我 们 一 直 是 将 年 .C(x ,… ,zx.) 中 的 。 作为 参数 ,现在 ， 
由 和 定理 4. 2.T 可 以 看 出 e 也 可 岂 看 作 自 变量 ,也 就 是 说 类 更 (zi 
… fa) 看 作 是 * 十 1 元 汐 数 , 它 仍然 是 递归 的 ,从 而 也 是 图 沁 可 计 
_ 6 


算 的 。 
3. 为 了 得 到 全 体 部 分 递归 沙 数 , 取 极 小 运算 是 必需 的 ,但 由 
定理 可 以 看 出 ,为 了 得 到 任何 一 个 具体 的 递归 痛 数 , 取 极 小 运算 至 
多 使 用 一 次 就 可 以 ,而 且 可 以 只 限于 对 原始 递归 消 数 使 用 取 极 小 


运算 。 ~ 
4. 全 体 nn 元 递归 消 数 (可 计算 函数 ) 有 一 个 统一 的 表达 式 , 它 
们 都 可 以 通过 固定 部 分 递归 国 数 
TCR rs To Yo) ) 《证 关 江 ) » 
中 的 第 ?十 1 个 变 元 e 的 值 而 得 到 ， 


(xx*x) 陈 称 为 元 递归 耳 数 的 范式 (到 利 尼 范 式 ) 该 式 所 表示 
的 函数 (* 十 1 元 递归 函数 ? 称 为 二 元 递归 函数 的 通用 函数 。 

从 图 灵机 的 前 度 来 讲 , 由 于 递归 洱 数 都 是 图 灵 可 计算 函数 ,所 
以 存在 一 部 图 灵机 ZZ, Z 是 计算 Cxxx) 式 的 ,也 就 是 说 ,全 体 元 可 
计算 函数 (a 元首 归隐 数 ) 才 可 以 使 用 同一 部 图 灵机 来 计算 ,只 是 
在 计算 时 除了 输入 n 个 目 变 量 的 值 之 外 还 要 输入 一 个 代表 该 函数 
的 参数 e. 具 有 这 种 功能 的 图 灵机 Z 称 为 通用 图 灵机 。 

通用 申 数 和 通用 图 灵机 者 不 是 唯一 的 .事实 上 ,对 每 个 % 实 1， 
都 有 无 穷 多 个 通用 画 数 CCz…zyy) ,它们 都 满足 ， 

C1) 作为 症 1 元 国 数 ,Ta 是 递归 国 数 ; 

(2) 对 任何 元 递归 函数 了 ,存在 常数 ,使 对 任何 x ，… ,x,， 

Fr ia) =U (Cr Tk) 

这 里 的 请 数 上 上 称 汐 违 归 哺 数 了 的 (一 个 ) 指 标 ,一 个 有 元 递归 函数 
在 不 同 的 通用 函数 中 可 能 有 不 同 的 指标 。 

利用 类 亿 的 编号 方法 ,我 们 也 可 以 证 明 

定理 4. 2.2 对 每 个 正 整 数 %4, 存 在 % 十 1 元 递归 全 阔 数 D(x， 
zy) ;使 对 每 个 元 原始 递归 孙 数 了 ,存在 常数 ,对 任何 xz， 
ye 

frst sr) Drs yr), 
n 十 1 元 函数 D(x ，… ,zx,,y) 称 为 元 原始 递归 通 数 的 通用 应 数 。 
--— 齐 | _ 


出 于 篇 蝠 的 考虑 ,我 们 格 去 了 定理 4 2. 2 的 证 明 , 有 兴趣 的 读 
者 可 以 试 痢 模仿 本 章 的 方法 ,对 原始 递归 郴 数 的 生成 过 程 编号 , 然 
后 使 用 类 似 于 证 明定 理 4. 2. 1 的 方法 证 明定 理 4. 2.2。 当 然 , 这 是 
一 个 相当 糯 琐 的 过 程 ( 参 看 [3])， 

到 下 一 节 我 们 会 看 到 ,定理 4. 2.2 所 断言 存在 的 关 元 原始 递归 
消 数 的 通用 冰 数 D(z,… ,x+y) 作 为 一 个 十 1 元 畏 数 只 是 一 个 递 
归 全 冶 数 ,而 不 是 原始 递归 函数 ， 


$34.3 对 有 角 线 方法 


本 市 通过 证 明 两 个 定理 来 介绍 一 下 对 角 线 方法 ,这 个 方法 在 
可 计算 性 理论 .计算 复杂 性 理论 以 及 数理 逻辑 的 其 他 分 支 中 都 占 
有 十 分 重要 的 地 位 。 

定理 4.3.1 存在 非 递 归 的 函数 ， 

证 我 们 来 实际 构造 一 个 一 元 的 全 沙 数 f(x) ,并 证 明 它 不 是 


递归 函数 ， 
我 们 已 经 知道 金 体 的 一 元 递归 函数 (图 员 可 计算 冰 数 )》 
都 包含 在 国 数 序列 
BB (了 


之 中 ,于 是 可 以 作成 一 个 无 穷 表 


< 
D 才 ,{2) 4 
] 3 
2 0 1 贡 (2) 古 :137 十 (4 
妆 Palo BY Ba Bl) Bd) 
4 tO) Bl Bz) a) Bt) 
考虑 其 对 角 线 上 的 元 染 
B00), BI), DBD), os, BE) oe 2 


mr 个 后 一 - - 


它们 实际 上 也 定义 了 一 个 一 元 消 数 ,我 们 将 序列 @ 逐 项 加 以 修改 
而 得 到 一 个 一 元 国 数 了: 
CD Bx) 二 1 如 果 涩 .tx) 有 定义 
如 果 二 (zx) 无 定 疼 。 
如 果 是 洲 归 函数 , 则 就 是 序列 (x) 中 的 某 一 个 ,比如 是 第 
mm 个 , 即 了 一 瑟 .于 是 对 任何 自然 数 xz 都 有 
f(r) = x) (8) 
取 = 一 mx; 得 到 
fn) = (ns 
但 根据 了 的 定义 ,; 兰 名 ,lm) 有 定 疼 , 则 
fm) = 1 nn) 
各 二 Cm) 无 定 父 ,， 则 
fm)=0 关 Bm) + ， 
就 是 膏 无 论 下 .Om) 是 否 有 定 关 ;都 有 
fn), mm}, 
这 与 全 矛盾。 这 个 政 盾 就 表明 了 不 是 递 籽 函数 。 
定理 4.3.2 设 厂 (zy%) 是 一 元 原始 递归 函数 的 通用 函数 , 则 
DPIzyy) 不 是 二 元 原始 递归 国 数 。 
证 由 于 (z,y) 是 一 元 原始 递归 函数 的 通用 函数 ， 所 以 全 
体 一 元 原 妈 递归 丘 数 都 包括 在 序数 序列 
DT Ders1}, Dery2), *- (d) 
之 中 。 我 们 又 可 以 做 得 如 下 的 无 穷 表 


DOO) DOO,E DO,2) D0,3) DO,4) 


0 

] DUIOY DEL PDI,2) DU,3) 万 (1 4》 
2 Da.0) DC2,1) D2.2) Dt2,3) D2,4) 
3 DS.0) Di3,1) De,2) Di{3,3) 万 (3 4) 
4 DOD DCG) Dd.2) D413) Dis,4) 


定义 一 元 函数 &， 
大 (z) 一 下 人 rz) 十 1 后 
如 果 D(z,y) 是 二 元 原始 递归 函数 , 则 g 当然 也 是 原始 递归 函数 ， 
上 从而 g 是 序列 思 中 的 某 一 个 ,不 妨 设 是 第 a 个 , 即 对 每 个 xz, 部 有 
gr) = Dr,a)., 
令 zx 一 4a, 得 到 
ga) ==D(a,a), 
而 由 已 ,我 们 又 可 以 得 到 
gta}—= Diaa) 二 1., 
政 盾 。 这 就 表明 Dex,y) 不 是 二 元 的 原始 递归 函数 ( 它 是 一 个 非 原 
始 递 归 的 递归 全 函数 )。 
由 定理 4. 3.2 立 即 得 到 
推论 4.3.3 存在 二 元 全 冰 数 有 (x,y), 对 每 个 固定 的 y， 
R(xr;y) 作 为 zx 的 一 元 函数 都 是 原始 递归 的 ,但 (x,y) 作 为 + 和» 
的 二 元 小 数 却 不 是 原始 递归 的 。 
对 于 递 好 全 函数 也 有 与 推论 4. 3. 3 类 似 的 结果 (见习 题 8) 
上 震 的 定理 4. 3.1 和 定理 4. 3. 2 都 是 针对 一 元 函数 陈述 的 , 事 
实 上 对 任何 的 正 整 数 ”都 有 同样 的 结果 , 即 : 对 任何 正 整数 ,都 
有 非 递 归 的 元 函数 ; 对 任何 的 正 整数 ”, x 元 原始 递归 疯 数 的 通 
用 跑 数 都 不 是 原始 递归 的 ， 
定理 4. 3. 1 和 定理 4. 3. 2 的 证 朋 方 法 叫做 对 角 线 方法 。 当 给 定 
了 一 个 函数 序列 Eo?1 ,之 后 ;我 们 就 可 以 你 上述 两 个 证 明 那 样 
作出 无 穷 的 表格 ,然后 将 对 角 线 上 的 函数 值 逐 个 予以 改变 ,得 到 一 
个 新 函数 六 这 个 对 角 线 上 的 元 束 就 担 供 了 fg,(i=0,1,2,:…*) 
的 证 据 ,从 而 证 明了 郴 数 了 不 在 男 数 序列 goygl 之 中 ,这 个 方 
法 在 数理 催 辑 的 各 个 分 支 中 有 着 广泛 的 应 用 


对 题 


,证 四 一 四 100， w= 二 91 0 有 Rgo; 计算 #tom) 和 六 Cas)。 
已 知 #(a) 一 15， 求 四 元 组 a。 
， 设 图 灵机 2 一 {o ee 多 见习 题 1), 求 #(Z) 。 
:已 知 瞬时 描述 8 二 go。 10 1, 求 其 55) 。 
， 设 (Z1)= 二 1，#(2;)= 二 6, 求 图 灵机 21 和 2;。 
. 证 明 ;谓词 “x 是 初始 的 瞬时 描述 ”( 不 请 定 输入 的 元 数 ) 是 
原始 化 好 的 。 
7. 设 CCzyfy) 是 一 个 * 元 通用 国 闭 ，gfm eyeyy) 
是 任意 的 * 十 1 元 递归 国 数 , 则 
gsas2D 。 当 小 为 奇数 


oY 


U(x sry) = 


U(r sr) 当 yy 为 个 数 ， 


也 是 元 通用 函数 。 

8. 用 对 角 线 方法 证 明 ; 对 全 体 一 元 递归 全 函数 ,不 存在 全 的 
递归 的 通用 羡 数 ,也 就 是 说 ,如 果 有 二 元 全 函数 glx,y) ,使 得 对 
每 个 递归 全 孙 数 f(z), 都 存在 常数 a4, 满足 

{r=g(r,a) 
则 gtxz,y) 不 是 二 光 弟 归 孙 数 ， 


第 五 章 
s-m-n 定理 和 递归 定理 


85.1 于 有 奇 论题 


第 一 章 中 我 们 已 经 说 这, 在 20 世 纪 三 十 年 代 波 斯 特 , 正 奇 .图 
灵 、 哥 德尔 .马尔 科 夫 等 人 分 别 从 不 同 的 角度 用 不 同 的 方法 刻画 了 
能 行 性 概念 ,得 到 了 波斯 特 系统 可 计算 函数 、)- 可 定义 函数 .图 灵 
可 计算 函数 、 部 分 递归 画 数 、 一 般 递 归 函 数 和 马尔 科 夫 算法 可 计 
算 函 数 等 等 的 概念 。 丘 琳 \. 图 有 灵 ,马尔 科 夫 三 人 在 提出 他 们 各 自 的 
理论 之 后 都 断言 他 们 所 定义 的 函数 类 就 是 直观 意义 上 的 能 行 可 计 
算 晴 数 类 。 由 于 人 们 很 快 就 证 明了 上 述 各 种 定义 都 是 彼此 等 价 的 ， 
于 是 便 都 接受 了 匡 奇 .图 灵 .马尔 科 夫 的 断言 ,把 它 称 作 丘 奇 论题 
或 丘 奇 -图 有 灵 论题 . 在 现代 的 递归 论文 献 中 , 丘 奇 论 题 是 如 下 陈述 
的 ; . 
丘 奇 论题 ”直观 意义 上 的 能 行 可 计算 函数 的 类 恰好 就 是 部 
分 递归 函数 的 类 ， 
丘 奇 论题 并 不 是 严格 意义 下 的 数学 命题 或 还 辑 学 命题 ,因而 
也 就 不 存在 在 数学 或 逻辑 学 中 严格 证 明 它 的 问题 .因为 丘 背 论题 
说 及 两 个 概念 一 一 能 行 可 计算 蔷 数 和 部 分 递归 函数 ,前 者 是 一 个 
没有 严格 定 广 的 直观 概念 ,后 者 则 是 一 个 有 严格 定义 的 数学 概念 。 
丘 奇 论 题 实 际 上 就 是 断言 我 们 对 能 行 性 所 作 的 刻画 是 成 功 的 ,部 
分 递归 函数 ”( 以 及 与 之 等 价 的 其 他 概念 ) 检 如 其 份 地 刻画 了 直观 
69— 


上 的 能 行 性 概念 。 

丘 奇 论题 的 真理 性 要 洁 实 践 来 检验 ,在 20 持 纪 的 后 六 十 多 年 
中 ,特别 是 电子 计算 机 问世 之 后 ,人 们 又 提出 了 大 量 的 理论 计算 模 
型 ,并 且 也 都 证 明了 它们 仍 与 部 分 递归 函数 等 价 ,这 就 更 坚定 了 人 
们 对 丘 奇 论题 的 信心 .如 今 在 绝 大 多 数 的 递归 论文 献 中 都 接受 丘 
奇 论题 作为 一 种 证 明 手 段 , 要 证 明 某 个 函数 (或 谓词 .集合 ) 是 递 
归 的 (可 计算 的 ,可 判定 的 ), 只 需 实际 给 出 一 个 计算 (判定 ) 它 的 算 
法 就 可 以 了 .这 样 的 证 明 称 为 使 用 丘 奇 论题 的 证 明 。 

及 现在 起 ,在 本 书 中 如 果 没 有 特殊 说 明 , 都 允许 使 用 丘 奇 论题 
作为 证 明 工具 .我们 来 看 几 个 例子 。 

例 1 征文 三 元 函数 十 ,(x) 如 下 ， 


1 如 洒 对 第 号 图 灵机 输入 工 
| 后 在 t 步 运算 之 内 能 停机 
0 否则 。 


则 @B.,,(x) 是 递归 全 秒 数 。 

我 们 可 以 使 用 如 下 的 直观 算法 来 计算 @,,(x): 

给 定 esi,z 之 后 ,根据 图 灵机 的 编号 方法 可 以 实际 写 出 图 灵 
机 Z, 使 共 (Z》=e; 然 后 输入 z, 得 到 初始 的 瞬时 描述 go1”+!; 根 据 
Z 中 的 四 元 组 进行 运算 ,如 果 在 1; 步 之 内 已 经 停机 , 则 鲁 ,(x)=1; 
妇 果 运算 上 步 后 仍 未 停机 , 风 下 .Cr)? 一 0。 

由 于 上 述 过 程 是 能 行 的 ,所 以 根据 正音 论题 B...(z) 是 递归 帮 
数 , 而 且 根 据 定义 它 显 然 是 全 函数 ， 


例 2 定义 三 元 晒 数 f(r, ,z) 为 
fxs ye) = 1 当 zEW,UW,, 
无 定 必 否则 
则 .Aryyyx) 是 逸 昭 男 数 (WP 是 瑟 .的 定 多 域 )。 
我 们 可 以 使 用 如 下 的 直观 算法 来 计算 (zx,y,z); 
同时 开动 第 zz 号 图 灵机 和 第 y 号 图 灵机 , 均 输 入 *。 如 时 运算 
-到 某 一 步 后 有 一 部 图 灵机 停机 了 : 则 /zyy*s) 一 1。 显 然 , 当 


Fzyyyzy 有 定义 时 ， 各 (zz) 和 外 (zz 至少 有 一 个 有 定 交 ,因此 如 果 
了 (xsy,2) 有 定义 我 们 就 总 能 算出 Jrzyyyx) 的 值 。 计 是 ,根据 丘 奇 
论题 , /是 递 归 函 数 ， 


例 3 定义 函数 g(x) 为 ; 

CD) 二 1 如 果 存 在 e 使 更 (z) 一 1 
无 定义 否则 
g(x) 是 递归 消 数 。 

计算 g(x) 的 最 直截了当 的 想法 是 ;同时 开动 所 有 的 图 灵机 ， 
都 输入 x， 如果 其 中 有 一 部 的 输出 是 1 ,就 可 以 知道 g(x)=1; 和 否则 
计算 没有 结局 ,也 就 是 说 gz) 没有 定义 。 但 是 ,图 灵机 总 共有 无 穷 
多 部 , “同时 开动 所 有 的 图 灵 栅 * 不 是 一 件 能 行 的 事情 ,为 了 保证 能 
行 性 ,我 们 可 以 分 步 进 行 ， 

第 一 步 ;计算 D1,1tr2 

第 二 步 ;计算 D2 Ts WT) 

第 三 步 : 计 算 ,s(x)， 出 ,C(x); 

第 四 步 : 计 算 BC)， (lz)， Br); 


中 


第 +t 步 :计算 名 rz)， Cr} 区 (Zr 

saree 人 tl 

容易 看 出 上 面 的 过 程 就 是 每 一 步 增加 一 部 图 灵机 并 和 且 使 已 有 
采 图 灵机 多 运算 一 步 , 如 果 执 行 到 某 一 步 时 有 一 部 图 灵机 停机 并 
输出 1, 则 过 程 停 止 , g(x) 二 1， 否则 该 过 程 将 永 无 休止 地 进行 下 
去 ( 即 g(x) 无 定义 )。 

根据 顾 奇 论题 ， g(x) 是 递归 函数 ， 

例 3 设 .Fzez 和 和 26) 是 两 个 递归 函数 , 则 范 


DD 在 上 面 的 计算 中 没有 go, 不 过 这 并 不 影响 一 般 性 ,因为 存在 无 穷 密 个 不 使 四 


1 如 果 F 产 rie I 和 g(r) 
都 有 定义 且 
fT Ra) BT Ts) 
无 定义 ”否则 


六 人 下 一 


是 递归 因数 。 

我 们 可 以 用 如 下 的 算法 计算 站 Co ,zx,): 同 时 开动 计算 
和 计算 g 的 图 灵机 ,都 输入 (rw…zr) 如果 到 某 一 步 两 部 图 灵机 
”都 停机 并 且 输 出 相等 , 则 hhCz,… ,x)= 二 1; 否 则 运算 将 水 不 停止 ， 
A(z yo) 无 定义 .因此 ,由 顾 育 论 题 知 太 是 递归 函数 ， 


8 5.2 s-m-n 定 理 


投 fris yo 和 rpYm) 是 jw 十 rm 元 递归 函数 ,由 3 4.1.1 和 
§ 4.2 知 六 必定 在 函数 序列 
Ft, Bt Bat ，* {xy 
中 出 现 ( 匹 穷 多 次 ), 设 ee 是 站 的 一 个 指标 , 即 
f= 
万 一 方面 ,我们 也 可 以 将 y，… ,ys 看 必 是 参数 ,把 了 看 成 是 
关于 rz 的 于 元 国 数 , 它 ( 们 ?当然 也 是 递归 换 数 .于 是 ,对 于 
每 一 组 具体 的 yy ,…,y， 了 作为 一 个 2 元 递归 靖 数 必定 要 在 函数 
序列 
Bi , BI , DY, [xx 
中 出 现 ( 无 穷 和 多 了 次) 了 在 Cex? 中 的 指标 自然 与 六 ,oo 的 值 以 及 
了 在 (x*) 中 的 指标 有 关 。 本 节 的 第 一 个 任务 就 是 证 明 这 种 关系 可 
以 用 一 个 闫 十 1 元 递归 全 国 数 表示 。 
定理 5. 2. 1(s-m-n 定理 ) 对 每 个 ;wr,n 庄 1, 存在 闫 十 1 元 递归 
全 国 数 加 te io ;使 对 任何 和 av 


0 十 【此 )} 
ej MT LE os 一 必 ， 
5 et rs rim 


1 下 我 们 先 从 Er VL ne 出 发 构造 图 灵机 M,， 使 得 对 任何 
— 79 .一 


(TT) 


zis sn 都 有 


ri 3 二 本 呈 证 + YI 4 本 自生 y 3 一 名 好 【| 9 ， Tn) Eb 


然后 再 证 明 ey ys 
十 1 元 递归 全 项 数 。 


;Ym 与 M 的 号 码 # CM) 之 间 的 关系 是 一 个 严 


给 定 e 和 yo 设 2 是 图 灵机 ,并 5Z) 一 e 根 据 4. 1. 1 的 
内 容 , 这 个 Z 是 可 以 实际 写 出 来 的 。 
” 令 下 列 四 元 组 构成 图 灵机 ji: 
on golt gq 


{he qo OR 
位 5 nlrto 


( 读 写 头 右 移 , 找 到 连续 两 
个 0 中 的 右边 一 个 )， 


ty nol aq; 
Cs qr ] Rg, 


[| 


(连续 打印 yw 十 1 个 1)， 


dzy + yt Dl gyr+r? 


Gry + Jy OR gy+s ( 空 一 个 0)， 


恒 明 中 下 申 呈 对 睹 呈 呈 中 虽 


CEy + 3 二 1 
十 jm 十 
RBy. + Bmr t+ 3 
aEy, 4 3 中 六 
家 2 开赴 3 中 5 
Romy 十 34t 十 帮 


全 zy + Bm+7 


本 村 直 生硬 (连续 打印 十 1 个 1)， 


《 宝 一 个 0)， 


得 时 时 塌 


(连续 打印 yw 十 1 个 1)， 


diy +2m—10 1 可 了 ;上 2m 

Ey 十 2m 1ir 本 Sr 十 2m 十 1 

TSy 十 2m-H] 二 YEy 十 2 十 1 

By +2m 十 天 sy +2mt+? 、 

《 读 写 头 移 至 左 妇 )。 

qsy,+2m+21 i Ey 十 2m 十 1 

Ey 4 2m+ 2 diy+2m+? 

Ey mt 3 可 D3y 十 3 十 4 


=- 一， 也 .一 。 


MM 的 作用 是 将 瞬时 描述 
go X13: Xs) 
变 为 
Gay Horse ms 
而 且 A 是 正则 的 . 令 
4 一 上 
容易 看 出 
本 8 (x) 
由 于 从 em 构造 的 过 程 是 能 行 的 ,所 以 令 
se (eye 一 并 。 
根据 正 奇 论题 rte,yy,*… ym) 是 递归 遂 数 ,而 由 上 面 的 这 程 
”和 友 的 定义 , » 显然 是 一 个 全 通 数 ,而 由 C(x) 可 得 


Cat mm) Ey, 
中 ." ™ (Tl sr" 了 过 二 "Ym ) Pn, (Tt) 


在 定理 的 证 明 中 我 们 使 用 了 丘 奇 论题 .当然 ,我 们 也 可 以 不 使 
用 上 丘 奇 论题 而 直接 用 形式 化 的 方法 证 明 上 述 定 理 , 而 且 我 们 还 可 
以 进一步 证 明定 理 中 的 ST ey Yl 和 3 实际 上 可 以 是 原始 递归 国 
数 , 不 过 我 们 不 在 这 里 作 这 些 事情 了 ,今后 在 使 用 s-m-n 定理 时 只 
需要 内 te,y，…，* 因 ) 是 递归 全 函数 就 可 以 了 .有 关 s-m-n 定理 的 
形式 化 证 明 可 参看 [2]。 

推论 5. 2.2 设 Fr "Ym) 是 #1 十 m 元 递归 函数 ， 
则 存在 rr 元 递归 全 函数 二 Cy，*… ,yw) 使 


(an 
FT Tn YL Ym =P 


i 
证 由 于 了 是 递归 孙 数 , 故 有 常 歼 e 使 
《CT 9 ”这 和 7 9 一 全 pn" 3 Yn) 9 


根据 定理 5. 2 1 知 有 递归 全 基数 sm (es yl »*° ; Yn) 使 


[| 


fx i hse 9 一审。 


中 (e+ 了] tt 
由 于 此 处 e 是 常数 , 令 
.= 一 。 ?7 生 一 一 


y 由 写 ] 9 
I 


y ,Tl Ts 
持 


fn Yl Ty " » Yo 一 4 key 条 了 3 Ye $ 


即 得 
Fri sy Tn ys Yn) = Bn, rl), 
从 定理 5. 2. 1 到 推论 5. 2. 2 的 过 程 看 上 去 是 相当 自然 的 ,但 二 
者 在 构造 性 方面 却 很 不 相同 .定理 5. 3, 1 的 证 明 完 全 是 构造 性 的 
一 一 从 esyi ;Ym 的 值 我 们 可 以 实际 地 算出 次 fei 的 十 
数值 ,因此 点 这 个 郴 数 对 我 们 来 说 束 不 仅仅 是 广 在 ,而 且 是 可 以 
实际 计算 的 ,但 推论 的 证 明 中 有 一 步 是 非 攀 造 性 的 ; 即 从 f 找到 
它 的 一 个 指标 e 这 一 步 , 由 于 递归 论 中 并 不 限制 定义 旺 数 的 方法 ， 
所以 对 于 有 些 函 数 我 们 虽然 可 以 (用 非 构造 性 的 方法 ?证 明 它 的 递 
归 性 ,但 却 不 见得 能 找到 它 的 指标 。 


例 嫩 部 下 征 交 的 咬 数 hr)， 
CY 二 1 如 果 赤 的 十 进展 开 式 中 有 连续 z 个 5 
{xi}) = 
0 否则 


由 于 我 们 知道 r= 3. 1415926535… ,因此 可 以 得 到 
A(0)=A(0)=1, 
此 让 ,出 刻 的 定 交 容易 看 出 对 任何 的 x， 
如 果 (rz 十 中 = 二 1，, 则 有 (Cz)==1 
(如 果 有 连续 上 十 1 个 5, 自 然 就 有 连续 r 个 5)， 

国 此 , 通 数 上 只 有 两 种 可 能 ;或 者 是 常 消 数 1( 即 对 任何 +， 
hx) 二 1) ,或 者 存在 一 个 ,使 对 任何 zs 生 上 Ptz) 一 1 而 对 任何 
TDE Cr) 一 0 无 论 是 哪 种 情形 ,天 都 是 递归 函数 ,因此 我 们 可 以 
证 朋友 是 递归 函数 ,但 由 于 我 们 并 不 确切 知道 玉 究竟 是 哪 种 情形 ， 
所 以 我 们 并 不 知道 的 指标 ， 

邵 果 推论 中 的 了 是 像 有 这 类 非 构 造 性 定 交 的 防 数 ,我 们 就 无 
法 实际 算出 推论 中 所 断言 存在 的 那个 函数 慷 的 值 ,于 是 这 个 
Eye 对 我 们 而 言 就 仅仅 是 存在 ,而 不 能 实际 计算 它 的 值 。 


$5.3 兹 上 归 定 理 


s-m-n 定理 在 递归 论 中 有 有 很 多 重要 的 应 用 ,其 中 一 个 典型 
的 例子 就 是 证 明 递归 定理 。 
递归 定理 也 叫 第 二 递归 定理 或 不 动 点 定理 ,是 递归 论 研究 中 
的 一 个 很 重要 的 定理 。 
”定理 5. 3. 1( 递 归 定 理 〉 设 了 是 任意 的 一 元 递归 全 境 数 , 存 
在 目 然 数 ”使 ， 
Fn = Bho 
Qn 称 为 了 的 不 动 点 。》 
证 ”由 范式 定理 (定理 4. 2.1) ,我 们 知道 
Brg cw (x) | 
是 二 元 递归 函数 .于 是 根据 推论 5. 2. 2, 有 一 元 递归 全 函数 +(y)， 
使 得 对 性 何 x， 
Dj, Cz) = 人 Pn (zx) 山 
也 就 是 
Pr cn) 一 Pe,, 人) 
既然 : 是 一 元 递归 函数 ,于 是 就 有 常数 m 使 * 一 和 ,从 而 由 国 
可 以 得 到 
时 rt co) 一 De (yy (3) 
在 国 式 中 取 y 二 m,n 二 名 ,Cm) (由 于 (yy) 是 全 函数 , 故 Bm) 
二 :mt) 有 征 闵 )， 就 得 到 
Dr) 一 由。 
由 定理 5. 3. 1 立即 可 以 得 到 
推论 5. 3. 2 ”对 任何 递归 人 全国 数 Frzy, 存 在 自然 数 ”* 使 
全 一体 ro 
北 妆 定理 还 有 一 个 推广 的 形式 ， 
-76 一 


定理 5. 3. 3( 带 参数 的 递归 定理 ) 设 Frz,y) 是 任意 的 二 元 递 
归 全 阔 数 , 存在 递归 全 瑞 数 n(y) ,使 对 任何 y 
Bn = CT 


证 定 疼 铺 数 gz yr wp 下 ， 
go co(z) 如果,(x,y) 有 定义 ， 


无 定义 。 否则. 出 
由 乓 奇 论 题 知 g Lx,y;z) 蚌 递 妇 区 数 ,于 是 根据 s-m-n 定理 , 存在 
(二 元 ) 递 归 全 孙 数 d(x,y) 使 

Duar nm (LI E TT): 


出 就 是 
Bz) = 人 如 时 ,Cz,y) 有 和 定 疙 + 
无 定义 否则 。 
fld(x,y),y) 当 然 是 (二 元 的 ) 递 归 肖 数 , 取 它 的 一 个 指标 e 
《注意 ee 是 常数 ), 即 
Br y= dlr yy), 
令 a(y) 二 dle;y); 则 由 中 可 得 
Pre, = De oe, = Big. 
也 就 是 
D0 = 人 Pen, 
由 定理 5. 3. 3 立 妈 可 专 得 到 
推论 5. 3.4 ”对 任何 (二 元 ) 递 归 全 函数 A(z,y), 存 在 递归 全 
汞 数 nly) 使 
Wy = We ,ns 
递归 定理 还 可 以 推广 到 更 多 元 的 情形 ,它们 也 可 以 通过 配对 
函数 还 原 为 二 元 的 情形 ,读者 不 妨 目 己 试 一 下 。 


gly = | 


习 题 


1. 利用 于 奇 论题 证 明定 理 3. 2. 2。 
——— ?7 一 一 


2， 利 用 丘 奇 论题 证 明 如 下 定义 的 范 数 


加 心 如 时 B.Cy) * 
fry = 天 出 
是 递归 畏 数 。 
3， 利用 丘 奇 论题 证 明 如 下 定义 的 函数 
Fer »={ 如 果 镀 , 关 放 ， 
* 否则 


是 媚 归 消 数 。 


一 - 7 一 一 


了 


第 六 章 
哥 德 尔 不 完全 性 定理 


初等 数论 的 形式 系统 PA 是 为 了 刻画 自然 数 模 型 .V 而 建立 
起 来 的 .我 们 当然 希望 在 这 个 标准 模型 中 为 真 的 句子 都 是 PA 的 
定理 , 即 满足 : , 
如 果 Fa, 则 PA il-a, OD 
如 果 中 成立 , 则 PA 是 完全 的 。 
哥 德 尔 不 完全 性 诈 理 就 是 说 一 阶 形式 算术 理论 PA 不 是 完全 
的 。 也 就 是 说 在 在 一 个 PA 句子 ( 闭 公式 ) 使 得 
Fa 但 PA ka, (2 
由 于 任何 一 个 句子 在 -+ ”中 或 者 为 真 或 者 为 假 , 因 此 如 果 .x 确 
实 是 PA 的 模型 (从 而 PA 一 致 ), 回 就 等 价 于 说 存在 一 个 PA 句子 
a 使 得 
PA ka 且 PA Va, ey 
于 面 我 们 就 按 仿 来 讨论 哥 德 尔 不 完全 性 定理 。 


36.1 形式 算术 


十 九 世纪 八 十 年 代 , 戴 德 金 和 皮 亚 诺 先后 给 出 了 自然 数 公 理 。 
虽然 戴 德 金 的 公理 略 早 于 皮 亚 诺 , 但 林 如 皮 亚 诺 的 公理 简单 明了 ， 
因而 后 来 广泛 流传 的 是 皮 亚 诺 的 公理 ,在 现代 文献 中 , 皮 亚 诺 公理 
一 般 是 如 下 陈述 的 : 

1 0 是 (自然 ) 数 ; 

z 0 


『 每 个 (自然 ) 数 部 有 一 个 后 继 数 ; 

1 不 同 ( 自 然 ) 数 的 后 继 也 不 同 ， 

NM 0 不 是 任何 ( 目 然 ) 数 的 后 继 数 ; 

VY 数学 归纳 法 。 

所 谓 形式 算术 ,就 是 以 一 阶 修 辑 的 形式 语言 陈述 皮 亚 诺 公 理 
而 得 到 的 形式 理论 ,因而 也 称 作 “ 皮 亚 诺 算 术 ”, 简 记 作 PA 
(Peano’'s Arithmatic )。 在 不 间 的 文献 中 对 PA 的 陈述 方式 也 有 所 
不 同 ,这 主要 是 出 于 各 人 的 偏好 ,并 没有 什么 实质 区 别 。 本 书 采 用 
比较 通用 的 方式 。 

PA 由 以 下 内 容 组 成 ， 

一 形式 语言 2 

1. 初始 符号 

(1) 可 数 无 窍 多 个 个 体 语 元; 坟 ， VW v3*r 
《以 后 用 小 写 拉 丁字 好 xz， 2z， (可 以 加 上 、 下 标 ) 表 示 任 何 个 
体 变 元 ,》 

《2) 逻辑 联接 词 : 一 (并 非 )， 一 (如 果 … 那 么 …)， 

(3) 量词 : ¥ (任何 ); 

(4) 等 词 , 一; 

(5) 常 项 , 0; 

(6) 一 元 通 数 符号 , 55 后继 函数 )， 

C7 二 元 冰 煞 符号 ， 十 ， 二 

(8} 辅助 记号 ; 括号 。 

2. 项 (以 下 用 黑体 小 写 拉丁 字母 rf， 5s; ff，…* (可 以 加 上 .下 
标 ) 表 示 任 何 项 ) 

(1) 单个 变 匹 是 项 ; 

(2) 0 是 项 ; 

《3) 如 果 $s,ft 是 项 , 则 SC) ,Cs 十 1 ,5 只) 也 都 是 项 : 

加 轩 一 个 项 中 不 含 个 体 变 元 (例如 0, 500)，(0 十 S00)) 等 
等 ) 就 称 之 为 无 变 元 项 .在 无 变 元 项 中 , 0, SC(0),， S05 (9)),… 有 


着 特别 重 这 的 地 位 ,我 们 称 它 们 为 数字 ,事实 上 , 它们 正 是 自然 数 
0. 1,， 2, *… 的 形式 表达 式 。 

今后 ,对 于 目 然 数 xz, 我 们 用 表示 过 的 数字 即 自然 数 了 的 形 
式 表 达 式 。 例如 1 二 500), 2=SCSC0)) ,3 二 8(5(S5(0))) ,等 等 。 

3， 公式 ( 以 下 用 小 写 希 腊 字 母 a,8,7Y,…( 可 以 加 上 .下 标 ) 表 
示 和 任何 公式 ) 

(1) 如 果 s,f 是 项 ，(s=1) 是 公式 { 称 为 原子 公式 ); 

C2) 如 果 a,8 是 公式 ; 则 一 g，Ca>P) 也 是 公式 ; 

(3) 如 果 a 是 公式 ,x 是 变 元 , 则 Yxe 是 公式 。 

4， 基 本 定义 

(1) CaV¥ A =a(—ap); 

7 (2) (ah PB) =a (a op); 

(3) ari) =a((tasp) hh (Ho)); 

(C4) dra=oar— Yr 0 

(5) 8 一 dy 一 人 3 一 上 。 

以 后 ,为 了 书写 简便 ,我 们 也 采用 大 多数 文献 所 使 用 的 省 略 插 
号 的 约定 。 

二 ， 项 和 公式 的 复杂 度 项 上 的 复杂 庶 deg (1) 是 f 中 国 数 符 号 
(9 十 :的 个 数 : 公 式 g 的 复杂 度 deg(a} 是 a 中 YY 一 和 一 的 总 
个 数 , 例 如 

dertw) 一 作 ， deegftr 十 zs 一 1， 
degtS tr ) {tm v3)) = 3, 
degtwn 二 Tv = 07)=0, 
deg(¥Yu— tS) = )=2., 

三 ,地 辑 公理 (模式 ) 

ATl oj}—a; 

AT2 (of? (a far>y,; 

“AT3 arp {a ) a 
4zrd YrxaaltxA) {x 为 任何 项 )， 


4xz5 a=Yxa (x 不 在 a 中 目 由 出 现 ); 

Ar6 Vrxla>f)+Yxe ry 

4r7 f=: (4 是 任何 项 ); 

Ar8 ss 一 ft 一 Ls 一 ts 一! (s,s ,t,t 是 任何 项 )， 
4xz9 5s 二 1 一 SC) 二 SL) (sy 是 任何 项 )， 

AT10 gs 二 sf 一 tf 一 t's 十 tf 二 5 十 1 (s,s tf 是 任何 项 ); 
Arll s=s 一 f= 二 tf'-xy*t 二 s' "f(s，# ,4 [' 是 任何 项 ); 
四 . 非 远 辑 公 理 ( 襟 式 ) 

PAl 0S(x); 

PA2 SF)—=S(y)—rr=y; 

PAS3 十 四 一 上 

PAd x+o(y)=S(ry); 

PAS 一 人 

PAG x:oy) = (CX) 

PA7 (归纳 公理 模式 ) 对 每 个 恰 含 n 十 1 个 自 岂 法 元 的 公式 


FAT 让 吃 了 9 sn) 有 公理 


次 


是 


和 
YP Tn 

五 ,变形 规则 

1. 分 离 规 则 (m.p): 从 & 各 a-rP 得 到 8; 

2. 概括 规则 ;对 任何 变 元 x, 从 a 得 到 Yxa。 

于 面 我 们 来 定义 PA 系统 中 的 证 明和 演绎 。 

定 信 6.1.1 所 谓 PA 证 明 指 的 是 一 个 有 穷 的 公式 序列 多， 


,和 对 和 锭 个 六 (1 二 En)， 骨 或 者 是 


《1) 一 条 公理 (可 以 是 姥 辑 公理 ,也 可 以 是 非 钠 辑 公 理 ); 或 者 


{2) 由 和 BU 和 j 之 旭 既 mp 得 到 (此 时 形 如 gg 一 入 ) 


或 者 十 


(37 由 RG 上 至 Y 概 括 得 到 的 ， 
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如 果 存 在 一 个 PA 证 明 的 最 后 一 个 公式 是 a, 则 称 a 是 PA 定 
理 , 记 作 
PAHa 或 者 HF pada 
在 不 致 引 起 混 清 时 ,断定 符 + 的 下 标 PA 可 以 省 略 。 
定义 6.1.2 设 王 是 一 sz 公式 集 , 所 谓 从 钙 作 出 的 一 个 PA 
演绎 指 的 是 一 个 有 穷 的 公式 序列 由 ,名 ,1 对 每 个 末 ] 委 大 码 
?7， 或 者 是 
(1) PA 定理 ,或 者 是 
(2) 八 毛 古 , 或 者 是 
(3) 由 和 人 各 i 之 下 经 mp 得 到 (此 时 形 如 ga 一 ga)， 
如 果 存 在 一 个 从 锣 作 出 的 PA 演绎 的 最 后 一 个 公式 是 a, 则 称 
由 全 可 以 演绎 出 a, 记 作 
DHEpa: 
在 不 致 引起 混 潍 时 ,下 标 PA 可 以 省 略 。 容 易 证 明 
定理 6. 1,1( 演 绎 定理 ) 
而 {PB}F pra 当 且 忆 当 BF ps Ppa, 
我 们 可 以 在 PA 中 表达 平时 所 用 到 的 各 种 有 关 自 然 数 的 命 
题 ,但 应 注意 ,许多 有 关 自 然 数 集 的 命 脑 却 不 能 在 PA 中 表达 。 例 
如 
每 个 非 室 的 自 热 数 集 都 有 最 小 元 。 
如 果 4U 玉 是 无 穷 集 , 则 4, 召 至 少 朋 一 个 是 开 穷 集 。 
都 不 能 在 PA 中 表达 .它们 实质 上 都 是 二 阶 语 句 , 而 PA 是 一 阶 的 。 
建立 PA 系统 是 为 了 刻画 我 们 天 天 都 在 使 用 的 自然 数 结构 
A =<N, 0, 5S,,*}, 
(其 中 是 全 体 自然 数 所 组 成 的 集合 ; N 一 10,1,2,'…}; 0 是 自然 
数 零 ; S 是 自然 数 上 的 后 继 运 算 : SCx)= 二 x 十 1; 十 和 .分 别 是 自 
然 数 上 的 加 法 和 乘法 运算 .) 利 用 集合 论 公理 (如 ZF 系统 ?可 以 证 
明 .六 确 是 PA 系统 的 模型 (我 们 称 之 为 标准 模型 ) ,也 就 是 说 每 
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个 PA 定理 都 在 .x” 中 为 真 . 从 而 PA 系统 在 语义 上 是 可 靠 的 ,在 
语法 上 是 一 致 的 .于 是 , 接 下 来 的 问题 自然 就 是 : 

1. 在 六 中 为 真 的 命题 是 否 都 是 PA 定理? 

2， 能 不 能 只 用 PA 公理 而 不 用 2F 公理 证 明 .+ 是 PA 模 
型 ?或 者 再 稍 弱 一 点 ,只 用 了 了 4 公理 证 明 PA 一致; 即 PA 有 模型 
(不 管 是 不 是 .入 )? 

如 德尔 的 两 个 不 完全 性 定理 就 是 分 别 对 上 述 两 个 问题 作出 了 
否定 的 回答 ， 


$6.2 PA 系统 的 算术 化 


为 了 在 数论 系统 内 讨论 有 关 PA 系统 的 问题 ,我 们 仿照 第 四 
章 的 方法 将 PA 系统 算术 化 ,将 有 关 PA 系统 的 问题 转化 为 有 关上 自 
然 数 的 问题 ， 

自 先 ,我 们 先 使 每 个 PA 符号 与 一 个 目 然 数 相 联 , 即 对 每 个 初 
怒 符 号 ,指定 一 个 自然 数 # {匀称 作 $ 的 号 码 或 # 的 哥 德 尔 数 ， 
基体 对 应 方法 为 ， 


表 . 2&1 初始 答 号 的 号 码 


这 个 方法 显然 是 能 行 的 -一 一 对 任何 初始 符号 我 们 可 以 根据 
表 6. 2. 1 算出 它 的 号 和 码 ; 任 给 一 个 自然 数 我 们 也 可 以 根据 表 6. 2. 1 
算出 它 和 代表 哪个 初始 符号 ， 

定 尽 6.2.1 项 的 导 码 ( 蔗 德 尔 数 ) 

1 对 旭 杂 度 为 6 的 项 x x 的 号 码 庆 (x) 定义 次 

#(x) 0, H' (rx) ,0); 
2. 设 1 为 复杂 懂 为 n 的 项 .其 号 码 已 定义 . 则 复杂 度 为 n+1 
gd 


的 项 SQ) 的 导 码 定义 为 
HO 5 ,Hn 十 1); 
3、 设 s,t 为 复杂 度 小 于 等 于 4 的 项 ,村 (s) 和 间 性 ) 均 已 定义 ， 
则 复杂 度 为 rn 十 1 的 项 (5s 十 由 和 {st) 的 导 码 分 别 定 尽 为 
(s+ =J (#5) ,6, Ha) ,ntl1); 
H(ts = THs) 7 Hn 二 1), 
定 尽 6.2.2 公式 的 号 码 ( 哥 德尔 数 ) 
]. 设 sf 是 项 ,原子 公式 (s= 丘 的 号 码 定 义 为 
并 (一 上 一 .JJ 并 (3 3 Ht) ,0); 
2. 设 < 是 复杂 度 为 盖 的 公式 ,并 (o) 已 定义 , 则 复杂 度 为 n 十 1 
的 公式 a 的 号 码 定义 为 
Ha = 0 0 Ha) ,nl1):; 
3. 设 a,B 为 复杂 诬 小 于 等 于 如 的 公式 ,六 (a) 和 区 已 定 
疼 ; 则 复杂 度 为 nn 十 1 的 项 ta-*8) 的 导 码 定义 为 
HlorA = Hn ,1, HA ,nt 1); 
4. 设 a 是 复杂 度 为 的 公式 ,#(a) 已 定义 ; 则 复杂 度 为 n 十 1 
的 公式 Y¥xa 的 号 码 定义 为 
HVYxo = (2, Hx}, Hinr) ,nt 1), 
利用 五 奇 论 题 不 难 证 明 
定理 6. 2.1 目 然 数 上 的 二 元 谓词 
才 丁 复杂 度 为 咽 的 项 的 号 到 
XxX 古 罩 杂 度 为 nn 的 公式 的 瑟 码 
都 是 递归 的 。 
定理 6. 2.2 目 然 数 上 的 性质 (一 元 谓词 ) 
YY 是 项 的 号 砚 
古人 公式 的 号 码 
都 是 递归 的 。 
证 ”由 定理 6.2.1 使 用 有 上 界 存在 量词 即 得 ， 
是 装 F231 公式 序列 的 号 码 ) 设 角 ;加 ,… ,9 是 长 度 为 的 
本 SD — 


公式 序列 , 记 作 更 ,其 导 码 定 习 为 
{1 
通过 上 述 定义 6. 2. 1 定义 6.2.2 和 定义 6.2.3, 每 个 项 ,每 个 
公式 、 每 个 公式 序列 都 与 唯 -- 的 一 个 自然 数 ( 号 码 ) 相 对 应 ,今后 
我 们 就 将 这 些 对 象 与 其 号 码 等 同 看 符 , 我 们 可 以 说 * 项 x”、“ 公 式 
”公式 序列 xz”“ 证 明 xz”(z 是 自然 数 ), 其 严格 意义 分 别 是 ， 
“号码 为 的 项 *“ 导 码 为 二 的 会 式 ”“ 导 码 为 工 的 公式 序列 ”和 
“ 导 码 为 x 的 证 明 ( 满 足 定 关 6.1. 1 的 公式 序列 )”。 
根据 以 上 三 个 定义 , 任 给 一 个 有 窃 的 公式 序列 @， B19， 
我 们 可 以 实际 算出 它 的 导 码 ;反之 , 任 给 一 个 自然 数 xz, 我 们 又 可 
以 使 用 如 下 的 能 行 过 程 来 确定 它 是 否 某 个 公 臣 序列 的 号 码 , 如 果 
是 ,还 可 以 实际 写 出 这 个 公式 抒 列 ,具体 过 程 如 下 :; 
先 计 算 ztx) (这 是 个 递归 了 晃 数 ), 当 x(xr) 二 nn 守 0 时 , x 如 果 是 
某 个 公式 序列 的 号 码 , 则 该 公式 序列 的 长 度 为 mi 如 果 r(zr) 一 0, 则 
工 不 是 任何 公式 序列 的 号 码 。 
= 
《zj 它们 都 是 递归 通 数 ), 如 果 它 们 都 是 公式 的 号 码 (定理 6. 2. 1 
和 定理 6. 2. 2), 则 可 以 根据 定义 6,.2.2 有 具体 写 出 这 些 公式 ;如 果 其 
中 有 一 个 本 是 公式 的 导 码 , 则 xz 不 是 公式 序列 的 导 码 .这 样 我 们 
就 已 使 用 丘 奇 论 题 证 明了 
定理 6.2.3 自然 数 上 的 性 质 ( 一 元 谓词 ) 
工 是 公 或 序列 (的 号 码 ) 
是 递归 的 。 
再 根据 一 阶 逻 辑 中 证 明和 演绎 的 可 判定 性 ,我 们 又 可 以 由 匡 
奇 论 题 得 到 
定理 6, 2.4 自然数 上 的 性 质 ( 一 元 谓词 ) 
3 是 一 个 了 和 证 明 [ 的 号 码 ) 
和 上 自然 数 上 的 二 泡 谓 词 
y 是 公式 工 的 证 明 ( 的 号 码 ) 


都 是 递归 的 。 
8$6.3 数字 可 表示 性 


上 一 节 我 们 讨论 了 如 何 将 有 关 PA 系统 的 命题 (元 语言 命题 ) 
转化 为 一 个 数论 命题 .本 节 将 要 讨论 数论 命题 与 PA 公式 的 关系 ， 
特别 是 那些 与 元 语言 命题 相对 应 的 数论 命题 与 PA 公式 的 关系 。 

定居 6.3,1] 设 4zrro 是 自然 数 鞋 的 二 元 谓词 ,如 果 存 
在 恰 含 = 个 自由 变 元 的 PA 公式 atts…"* ,v0,) ,使 得 对 任意 的 自然 
数 1 ,I 

(1) 如 果 ACwy za) 为 真 , 则 PA Falris* ,zx,)， 

并 且 

(2) 大 果 ACzi,*… za) 为 假 , 则 PA 一 aCzleyzn)， 

《其 中 上 是 的 数字 , 见 $ 6.1 项 的 定义 ) 则 称 ”元 亩 词 ACz,…， 
xz») 是 数字 可 衷 示 的 谓词 , 称 c(m ,…,z) 是 数字 表示 ACzis… xs) 
的 公式 。 

定 光 6,.3.2 设 了 (ri,xr) 是 nn 元 (自然 数 ) 全 函数 ,加 果 存 
在 怡 会 % 十 1 个 自由 变 元 的 PA 公式 &(o, 呈 ,vsvs+1) 使 得 对 任何 
目 然 煞 1 

(3) 如 果 f(z yr 二 y, 则 卫生 ex ,Tayy)， 

(C4) PA F za yo) 。 呈 
则 称 全 画 数 Fr,… ,zx,) 是 数字 可 表示 的 ，alwy,… ,vsvat1) 称 为 
数字 表示 (zy,… ,xo) 的 公式 。 

请 注意 ,定义 6.3.2 之 (和 内 要 求 对 任何 自然 数 x re， 

PA F jlvonatry ,Kai) 


并 不 要 求 


山 届 甫 示 “ 存 在 肉 一 的 …* 
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PA F jv alt ss Ts 
显然 后 者 荀 御 前 者 ,而 前 者 并 不 瘟 首 后 兰 。 
由 定义 6. 3.1 容 易 证 明 
引 理 6, 3.1 对 任意 常数 上 ,及 任意 的 1 委 i 委 站， 如 果 
ACTY rr Ti TT on) 
是 数字 可 表示 的 # 元 谓词 , 则 
(Fi 
是 数字 可 表示 的 * 一 1 元 谓词 。 

引 理 6. 3.2 如 果 全 国 数 Fr) 是 (由 公式 ae(o yun， 
ww+1)) 数 字 可 表示 的 ， 则 请 词 fa 9 一 由 也 是 由 公式 + 
可 ;YarUnt1) 数字 表示 的 ， 

证 由 定义 6.3,2 只 人 须 证 明 

如 果 rs x 天 yy 则 PAF yar ,Ty Y), 

设 f(x) 了 yy, 由 于 让 是 全 函数 ,于 是 有 自然 数 z 使 
rrrxn) 二 z 且 y 闫 2。 而 二 元 谓词 y 关 = 是 由 公式 

Url T+ 
数字 表示 的 (请 读者 自行 验证 ) ,于 是 有 
PA + yz 
再 由 定义 6. 3. 2 有 
P 和 Fa(ziy… rs) 
及 
PA F 习 !on+aiafziy reytnHty， 
由 以 上 三 式 利 用 谓词 演算 容易 得 到 
PALF —aCryr er Try) 

本 节 的 主 定理 是 : 

定理 6. 3. 3 每 个 递归 谓词 都 是 数字 可 表示 的 。 

由 于 一 个 谓词 4 的 递归 性 与 其 特征 男 数 Cs 的 递归 性 是 一 回 
衬 .根据 中 理 6. 3.1 和 6. 3.2 我 们 只 须 证 明 每 个 递归 函数 都 是 数字 
可 家 示 愧 就 可 以 了 ,我 们 按照 痪 上 果 冰 效 定 多 的 四 个 类 分 玉 讶 明 本 
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定理 , 即 先 证 明 初 始 函 数 都 是 数字 可 表示 的 ,再 证 明 数 字 可 表示 函 
数 类 对 复合 .原始 递归 和 取 极 小 运算 封闭 ,为 了 便于 阅读 ;我们 把 
定理 4. 3 的 证 明 分 成 若干 引 理 来 陈述 。 
引 理 6. 3.4 ”初始 函数 都 是 数字 可 表示 的 
证 1. 零 函 数 OCx) 一 0 是 数字 可 表示 的 ,因为 公式 
vs =0 
是 数字 表示 一 元 疝 数 OCr) 的 PA 公式 : 
当 yy 二 0 时 , PAFO0=0 (公理 Ax7)， 
我 们 当然 也 有 
对 任何 自然 娄 x, PA F311vw (v= 二 0 。 
2. 后 继 函 数 5(z) 一 + 十 1 是 数字 可 表示 的 ,因为 公式 
ve 二 Sv) 
是 数字 表示 一 元 函数 + 十 1 的 PA 公式 ， 
当 7 二 x 十 1 时 ， PA FF y 一 SCz) 《公理 Ar7); 
我 们 当然 也 可 以 证 明 对 任何 自然 数 z / 
PA FH dir tvs = SCr)), 
3， 每 个 投影 函数 U3(Cz ,… ,zx,) 一 xz; 是 数字 可 表示 的 ,公式 
Unrl™— Us 
是 表示 nn 十 1 元 关系 UICz1… ,zs) 一 y 的 PA 公式 ， 
y= 时, PAF y= : 
对 住 何 自然 数 二 “… ;x4; 当然 有 
PA F310 (vt 一人。 . 
引 理 6. 3.5 数字 可 表示 函数 对 复合 运算 堵 闭 ， 
证 设 下 yi mn 8810 XT gmlX19" so) 都 是 数 ， 
字 可 表示 函数 ,公式 AD mt DD 
Ca Dns Unt1) 分 别 是 数字 表示 函数 (yy ss yw), Et， 
Tj 的 A 公式 , 则 容易 验证 PA 公式 
PiU pt A Hels “Ut 内 
gg 


六 az 二 
是 数字 表示 ;元 函数 
fg CT Fn (CTL 
的 公式 ，。 
原始 递归 运算 的 情况 比较 复杂 ,我 们 先 要 做 一 些 准备 工作 。 
引 | 理 6. 3. 6 ”二 元 函数 + 十 y, xz*y 都 是 数字 可 表示 的 。 
证 郑 数 z 十 y 由 PEA 会 式 科 十 zz 一 内 数字 表示 ;函数 zx:y 则 
由 PA 公式 vi 一 数字 表示 (请 读者 自行 验证 )。 
考虑 自然 数 上 的 二 元 全 画 数 
Ce wy 二 | 被 > 整除 时 的 余数 。 当 yO 时 ， 
x 当 ?一 0 时 。 
引 理 6. 3. 7 二 元 函数 rem (z+,y) 是 数字 可 表示 的 。 
证 PA 公式 
du (vt 二 v va YY vO—0 A v=) 
是 数字 表示 自然 数 函 数 rem(z ,的 ,其 中 乞 ; 过 ws" 是 公式 
dvs ws OA v3 vs = Va) 
的 缩写 。 
考虑 三 元 函数 RKzryy，s): 
BCT yz)—=remtr (yt 1):21) 
由 引 理 6. 3. 5 引 理 6. 3. 6 和 引 理 6, 3. 7 可知 B(z,y,z) 是 数字 可 表示 
的 .这 个 昂 数 称 为 哥 巧 尔 有 函数 .为 方便 起 见 我 们 将 数字 表示 
BCzyyys) 的 了 A 公式 就 记 作 请 (om oayzsyr) ， 
在 这 里 我 们 要 用 到 初等 数论 中 的 一 个 着 名 定理 
引 理 6. 3. 8 孙子 定理 .中 国 余 数 定 理 ) 今 ao av 是 任 
意 的 # 个 自然 数 , sm,m,… ,ma 是 两 两 互 素 的 1 个 自然 数 , 则 存 
在 一 个 目 然 数 z 使 得 对 任何 i==1,2,…,n 有 


=a (mod m) 


二 T= yt tnd ”的 章 思 是 ,zy 分 别 被 mi 除 时 , 休 数 相等 , 即 mt 可 以 整除 A 
一 站 _--- 


证 对 = 作 归 纳 ， 
当 二 1 时 , 取 工 = ;当然 有 Xx 三 a (mod mm ) 。 
设 当 * 一 上 时 结论 已 证 , 即 已 有 zxo 满 足 

XhoEa mod nn), 

Tod (mod ms}, 


Br Crnod #3) 了 


Xo (mod mr)。 
我 们 来 构造 ,使 = 不 仅 满足 上 面 二 个 同 余 式 , 而 且 满 足 
TEA (MOd er) 。 
由 于 1 :521 两 两 互 素 ,所 以 i 与 ftri 百 京 ,于 是 
有 各 数 ( 正 的 、 负 的 . 零 )r 和 5 使 
FTP 十 3 一 ]。 
从 而 
FE To 
记 9 一 Cat 一 fo 一 一 sathi 一 zzo) 则 有 
Tot qm me = Aast1 TT pnt 
适当 选择 上 使 ztzl 十 9g 衬 0, 则 
Xo Cteti tt qm m= a pt ti 
取 
T=rot tim gm me 
名品 。 
引 理 6.3.9 任 给 上 自然数 ay ma 在 在 自然 数 ,yy， 使 对 
每 个 :G 一 0.14 2) 有 
Bx, yi) =a,, 
证 兮 9? 一 maxf dns dy-**ydn) 6。 
考虑 
fi 十 105 二 1 一 
这 十 1 个 数 是 两 其 互 康 的 ,因为 如 时 zm; 和 pr.4 有 素 的 公 因 数 p， 
—，, 91 一 


即 
声 | 4 十 1551 二 1 且 pillitkt+1)s!t+1, 
则 疡 |&vs1。 由 于 > 故 有 疡 js5! .这 与 疡 | 十 1)55 十 1 及 户 是 素数 
矛盾 。 
利用 引 理 6,. 3.8, 有 自然数 > 使 
IEa mod mo ), 


r=& (mod pn), 


xT 三 an(mod zs) 。 
由 于 之 mi， 令 yy 一 5 于 是 对 每 个 36 一 0,1,… ;nn) 有 
Parry =rem(trs tt 1) y+ 1) 
rem(an (1 二 1)y 十 1) 
= 
引 理 6. 3. 10 ”数字 可 表示 函数 对 原始 递归 运算 封闭 ， 
让 设 Ee 9 RUTLr 9 ,yy2z)? 都 是 数字 可 才 示 的 续 
数 ， . 
Bvt wrt A ES 
分 别 是 数字 表示 它们 的 PA 公式 , f(x,… ,zy) 是 由 g 和 产 经 原 
始 递 归 而 得 到 的 =” 十 1 元 函数 。 
任 给 ro ,x;y 我 们 有 y 十 1 个 自然 数 ooyal ，……ay ,使 
do fr 0) gr Tn ) 
a= fr Shr 0 0 ), 
dy TL YA ry 1 dy) 
上 上 述 事 实 可 以 写作 
. dedd {plesd, 0) =—=g(ein nw Ih Vili<y 
Bea sit 1)=h( rn ,rai Be sd ,71)) ]} 
于 是 PA 公式 
了 zz 本 mL 有 [Zn 二 3 sna Us} 内 人 
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Uns 2m457] A Wun [Le tl Jt I Uns Lp* 《tn+3y 
vatari 二 lv nT AB (CortrarUntair Unte POV) Tn 
LUnte nt) J AA (ost Unrt Uri U2 | 
是 数字 表示 f(r,… ,xn37y) 的 (请 读者 自行 验证 )。 
引 理 6. 3. 11 如果 g(x,y) 是 数 子 可 表示 的 消 数 ， 
frr) = uy Lg rr ry) =0] 
人 是 全 函数 , 则 .六 zzrv) 也 是 数字 可 表示 的 。 
证 ” 设 at, ,zznryw+i 是 数字 表示 nn 十 1 元 消 数 g 的 
PA 公式 , 则 公式 
OT UO A os TU Tn 
0)] 
是 数字 表示 了 的 PA 公式 。 
至 此 我 们 已 洱 证 朋 每 个 递归 爹 函 数 都 是 数字 可 表示 的 .因而 
每 个 递归 谓词 也 都 是 数字 可 表 乐 的 .这 就 完成 了 定理 6. 3. 3 的 证 
明 。 


8$ 6.4 哥 德 尔 不 完全 性 定理 


有 了 以 上 凡 节 的 准备 ,我 们 现在 就 可 以 讨论 哥 德 尔 不 完全 性 
定理 了 。 
” 定 头 6.4.1 设 atv) 为 恰 含 一 个 提 由 变 元 bv 的 PA 公式 ， 
zx 一 其 (a) ,将 x+ 的 数字 工人 代入 altw) 所 得 到 的 公式 alv/ xz) 称 作 = 的 
自 代 人 。 

一 个 恰 含 一 个 自由 变 元 的 公式 的 自 代 入 仍 是 一 个 公式 ,不 过 
原来 的 自由 变 元 已 被 无 变 元 项 x 所 取代 ,成 为 比 原 公式 长 得 多 的 
一 个 内 公式 。 

我 们 来 考虑 自然 数 上 的 二 元 谓词 A(x,y): 

yy 是 答 仿 一 个 自由 挛 元 前 公式 工 的 自 代 入 的 证 明 ， 
根据 3 6.3 中 的 约定 ;我 们 将 一 个 公式 与 其 号 码 等 同 看 待 ,说 


“公式 + "就 是 说 "号 码 为 xz 的 公式 ”说 “证 明 % 就 是 说 “号 码 为 y 
的 证 明 ”, 因 此 二 元 关系 A(x,y) 的 完整 含义 就 是 ， 

| 工 是 某 个 怡 售 一 个 自由 变 元 的 公式 wa 的 号 码 并 且 ?9 

是 a 的 自 代 入 的 证 明 的 号 码 。 

容易 看 出 ,二 元 关系 Atzx,y) 是 能 行 可 判定 的 ,。 秽 如 可 雇用 以 
下 方法 求 判定 A(x;y) 的 真 假 ， 

1. 先 确 徙 x 其 否 某 个 公式 的 号 码 , 由 定理 6. 2.2, 这 是 递归 
的 ,因而 是 能 行 的 ,如果 不是 , 则 ACz,y) 为 护 ; 如 果 是 , 则 继续 

2. 具体 写 出 号 码 为 工 的 公式 ,由 定义 6.2, 2, 这 个 过 程 是 能 行 
的 ,看 该 会 式 ( 为 说 话 方便 , 记 此 公式 为 上 是 理性 含 一 个 自由 变 
元 . 奶 果 不 是 , 则 4(Cz, 轨 为 假 ; 如 果 是 , 则 继续 

3. 将 z 的 数字 工 代 人 a, 求 得 其 自 代 入 aoy x) ,然后 计算 其 
号 码 #(afoy zx)) ,这 个 过 程 当然 是 能 行 .再 继续 

4. 确定 y 是 否 间 (alw/ z)) 的 证 明 的 号 码 , 由 定理 6. 2.4, 这 是 
递归 的 因而 是 能 行 的 ,如果 不 是 , 则 A(z, yy) 为 假 ; 如 果 是 , 则 
dr 她 洛 真 。 

既然 二 元 谓词 4(z, 轨 是 能 行 可 判定 的 ,根据 丘 奇 论题 ,谓词 
4(zyy) 是 递归 的 ,因此 由 定理 6. 3. 3 知 4(ryy) 是 数字 可 表示 的 ， 
设 恰 售 两 个 自由 变 元 的 PA 公式 Ylwi,ww) 是 数字 表示 4kz, 妇 的 
公式 ,根据 定义 6. 3.1 我 们 有 

(5.1》 如 果 4(z,y) 真 ( 即 “y 是 z 的 自 代 入 的 证 明 ”) , 则 

PA FY(Cr,y), 

并 且 z | 
(5.2) 如 果 Atx,y) 根 (< 妈 "yy 不 是 x 的 自 代 入 的 证 明 ”), 则 

PA + —Y(x,y), 
接 下 来 ,我 们 再 考虑 恰 含 一 个 自由 变 元 的 公式 

Yu Co ye) 。 
为 了 说 话 方 便 , 将 此 公式 记 作 xfo 根据 上 和 突 所 说 的 数字 可 
表示 性 ,此 公式 可 以 读 作 “任何 公式 序列 wv 都 不 是 公式 包 的 自 代 入 

一 ， 中 a 


的 证 明 ”, 这 等 价 于 说 “公式 和 的 日 代入 是 不 可 证 的 ” 
公式 ato) 当 然 也 有 一 个 号 码 , 记 作 户 , 即 
p= Ha(vw), 
考虑 a 的 自 代 入 
alm/ p), (*%) 
它 的 直观 意义 可 以 理解 为 “号 码 为 p 的 公式 的 自 代 入 是 不 可 证 
的 ”, 而 “ 续 码 为 p 的 公式 的 自 代 入 ”就 是 etw/ 如 自身 ,所 以 公式 
(*#* ) 的 直观 意义 束 是 说 它 自己 不 可 证 .这 就 导致 了 生花 尔 不 完全 
性 定理 的 一 个 方面 : 
定理 6.4. 1 如 果 PA 是 一 致 的 , 则 句子 5( 闭 公式 )a(oy 请 在 
PA 中 不 可 证 。 
证 用 反 证 , 设 x(w/ p) 在 PA 中 可 证 , 即 
PAT a(w/p), 
亦 即 
PA FF Yo— 7 (pr), 
由 逻辑 公理 Ax4 知 ,对 每 个 无 变 元 项 ,都 有 
PAT (Cp,y). 
由 于 PA 一 致 ,从 而 对 每 个 无 变 元 项 y, 都 有 
PP 入 杆子 ( 访 ,y) 。 
而 ”是 数字 表示 自然 数 二 元 关系 4 的 ,于 是 由 (5.1) 就 有 ， 
对 每 个 自然 数 y，Atp,y) 不 汐 真 ， 
即 
对 每 个 自然 数 y，y 都 不 是 户 的 自 代 入 的 证 明 ， 
也 就 是 说 
的 自 代 入 不 可 证 。 
但 我 们 已 经 知道 p 的 自 代 入 就 是 aw pp) ,所 以 ae(my 记 ) 不 可 证 。 
这 与 开始 时 所 假设 的 (my #5) 在 PA 中 可 证 矛盾 。 
接 干 来 的 工作 是 要 证 明和 句子 ->aCvwyp)y 在 了 和 中 也 不 可 证 。 为 
此 先 要 引 人 wv 一 臻 性 的 概念 ，。 


定 光 6.4.2 ”如 果 对 任何 怡 会 一 个 自由 变 元 的 PA 公式 8(w)， 
和子 
860), 0), 002) ,000) 和 一 Ymom) 
不 都 是 PA 可 证 的 , 列 称 PA 系统 是 ww 一致 的 ;否则 称 PA 系统 是 
we 不 一 致 的 。 
容易 看 出 wr 一 致 性 是 比 一 致 性 更 强 的 要 求 : 如 果 PA 是 ww 一 
致 的 , 则 它 也 是 一 致 的 . 哥 德 尔 不 完全 性 定理 的 另 一 个 方面 是 : 
定理 6. 4.2 如果 了 PA 系统 是 必 一 致 的 , 则 句子 一 we(wy p) 在 
PA 中 不 可 证 ， z 
证 仍 用 反 证 , 设 一 «twu/ pp) 在 PA 中 可 证 , 即 
PA TF —a(w/p) Cx%) 
亦 即 
PA 上 — Yu—)(p,v), 
则 由 PA 的 ww 一 至 性 知 句 子 
PO psy pn) 
中 至 少 有 一 个 在 PA 中 不 可 证 ,不 妨 设 一 Y(tp, 表 在 PA 中 不 可 证 。 
则 由 (5, 2) 知 ACp,) 不 为 殷 , 即 Atp, 上 为 真 , 这 就 是 说 
上 及 pp 的 自 代 入 的 证 明 
为 真 , 从 而 疡 的 自 代 入 在 PA 中 可 证 .而 我 们 已 经 知道 就 户 的 目 代 
入 就 是 e(my zt, 于 是 
BA FH aaay p), (ax 关 】 
(xx) 、(###) 两 式 与 PA 系统 的 一 致 性 (o 一 致 性 ?了 矛盾 。 
定理 6. 4- 2 和 定理 6. 4. 3 合 称 哥 德尔 不 完全 性 定理 ,在 一 般 文 
献 中 是 如 下 陈述 的 ; 
定理 6. 4. 3( 辕 德尔 不 完全 性 定理 ) 存在 一 个 PA 人 条子 ,使 
得 ;如 果 PA 是 一 致 的 , 则 上 在 了 PA 中 不 可 证 ;如 果 PA 是 内 一 臻 
的 , 则 一 上 在 PA 中 不 可 证 。 
因此 PA 是 不 完全 的 。 
这 种 在 一 个 形式 系统 中 既 不 可 证 明 艾 不 可 和 否 证 的 句子 称 为 在 
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该 系统 中 形式 不 可 判定 笋 名 ， 也 叫 寻 德尔 语句 。 
哥 蕉 尔 在 证 明定 理 §. 4. 3 的 后 一 半 ( 即 定理 6. 4, 2) 于 使 用 了 上 比 
一 至 性 更 强 的 一致 性 作为 条 件 , 后 来 , 罗 守 证 明 上 一 致 性 的 条 
件 并 不 必要 ,他 田 枸 造 了 一 个 (更 为 复杂 的 ) 六 德尔 语句 ,在 PA 
一 致 的 条 件 下 证 明了 3 和 -5 都 不 可 证 . 罗 塞 的 人 是 如 下 得 到 的 : 
设 A(z,y) 仍 是 前 面 所 说 的 自然 数 上 的 二 元 关系 ， 
y 有 PA 公 碟 式 章 自 代 入 的 证 明 ， 
Btzy) 是 下 述 二 元 关系 : 
yy 及 公式 工 的 自 代 入 的 否定 起 前 证 明 ， 
容易 看 出 A(x,y) 和 B(xz,y) 都 是 递归 的 ,因而 都 是 数字 可 天 
示 的 , 设 怡 含 两 个 自由 变 元 的 PA 公式 Yo ,Vs 和 (Co wes) 分别 | 
数字 表示 ACx;y) 和 BC(z,y)，, 于 是 我 们 有 
(5.3) 如 果 Atz, 让 真 ,; 则 PA FYCr,y)， 
《5.4) 如 果 Atxr,y) 假 , 则 PA 上 一 YCr,y)s 
(5.5) ”如果 Bitz;yy) 真 , 则 PA 上 (zr,y); 
《5.6) 如果 吾 (xz 人 假 , 则 PAF 一 关 Cryy)。 
考虑 PA 公式 
Yo ma) I A YY Co sv )] 
此 公式 的 号 码 记 作 g, g 的 自 代入 即 为 句子 5， 
Vol? gv) 3v (vv AY' C9,v3))], 
6 的 意思 可 以 看 作 是 ， 
如 条 g 的 自 伐 入 有 一 个 证 明 ， 则 其 查 定 式 有 一 个 号 
码 更 小 的 证 明 。 
现在 ,我 们 可 以 证 天 
定理 6. 4.5 不 完全 性 定理 ( 罗 蹇 ,1936) 存 在 一 个 PA 人 句子 4 
使 得 如 果 PA 一致 , 则 6 和 一 # 在 PA 中 都 不 可 证 ,因此 PA 是 不 完 
全 的 
证 ”我们 来 证 明 对 上 述 5, 3 和 一 人 都 是 在 PA 中 不 可 证 的 。 
仍 用 反 证 。 


假如 可 证 ,有 即 
PA 上 Vo? (go ) -Av vv AY (gv)) 1] OO 
设 5 的 一 个 证 明 的 号 码 为 ,由 于 5 是 g 的 自 代入 ,所 以 A(g,) 为 
真 , 由 (5.3) 可 得 


PA FY(Co,k), 元) 
另外 ,由 你 辑 公 理 4z4 和 们 ,对 无 变 元 项 上 有 

PA HY RR) Av Cv EEAY (gv3)) 地 
于 是 由 怨 , 地 可 得 

PA EF Iv (vARAY (gv)) 
由 于 在 PA 中 可 证 

PA Fok r=0OVUu=—=l Vv =2V "You = 上 上 
国 此 可 以 得 到 


PA FY (COONVY Gg, DV VY (Cg,k) 
也 就 是 
PA 上 一 (一 J(g 0 A Cg 1) A hy (Cg.k)), 
由 于 PA 一 致 ,从 而 对 某 个 自然 数 rs 上 有 
PA 上 一 六 (gr)。 
于 是 由 (C5, 人 ) 知 Bt 不 为 假 , 即 84gr 为 赵 , 也 就 是 说 了 的 
自 代 入 的 否定 ( 即 一 人 可 证 ,这 与 PA 的 一 致 性 矛盾 。 
假如 一 8$ 可 证 , 即 
PA 上 -— YulY lg va) Iv vv NY (gv))) 
也 就 是 
PA F Jv (yg, va) 是 (oo 一 oo 人 
设 一 的 一 个 证 明 的 导 色 为 m, 由 于 一 6 是 9 的 自 代 和 的 否 
定 ,所 以 Blg,m) 为 真 ,由 (5,5) 可 得 


PA FY (qm) © 
根据 谓词 旋 算 , 击 旨 ,可 得 
PA FF jv G0) A (Fg mm) mw)) (3 


再 经 过 一 系列 相当 烦琐 的 谓词 演算 过 程 ( 读 者 可 自己 试 一 下 ?可 得 


PAFYGO VY DY VY YG,m— 1) 
也 就 是 
PA 上 一 (一 7(g OA TAA, m1)). 
再 根据 PA 的 一 致 性 知 对 某 个 自然 数 rz<<m 有 
PA 上 一 (gm)， 
从 而 由 (5. 4) 知 .AC9;n) 不 为 假 , 由 Acq,n) 为 真 , 也 就 是 说 4g 的 自 
代入 5 可 证 ,与 PA 的 一 致 性 矛盾 。 
事实 上 ,可 德尔 不 完全 性 定理 的 意 尺 并 不 局 限于 PA 系统 不 
完全 这 一 结论 ,如 德尔 的 证 明 方法 具有 普遍 意 必 ,对 任何 一 个 强 于 
PA 的 形式 系统 (比如 ZF 系统 ), 我 们 都 可 以 利用 上 述 方法 构造 出 
一 个 哥 和 巷 尔 语句 a; 使 得 a 和 一 “在 该 系统 中 者 不 可 证 .因此 哥 德 
尔 不 完全 性 定理 又 可 以 陈述 为 
定理 6. 4.5 对 任何 一 个 足够 强 ( 即 包含 形式 数论 作为 其 子 系 
统 ) 的 形式 理论 $, 如 果 S 是 一 致 的 , 则 $ 不 完全 。 
在 证 明 以 上 各 和 定理 的 过 程 中 ,我 们 构造 了 一 些 在 PA 中 形式 
不 可 判定 的 主人 句 ,这 些 语 名 的 逮 辑 意义 十 分 明显 ,但 却 没 有 数学 音 
义 。 它 们 都 是 为 了 证 明 PA 的 不 完全 性 而 刻意 制造 出 来 的 ,对 于 研 
宅 数 论 的 人 ,无 论 他 是 天 采用 形式 化 的 方法 ,都 不 会 遇 到 这 些 命 
题 . 所 以 自从 哥 德 尔 不 完全 性 定理 发 表 风 来, 人们 一 直 想 知道 是 否 . 
有 一 个 自然 的 .在 数论 研究 中 有 意 浆 的 目 然 数 命 题 是 在 PA 系统 
中 形式 不 可 判定 的 ?1970 年 马 蒂 亚 谢 维 奇 在 M: 戴 维 斯 .J: 罗 宾 进 
和 芋 . 普 特 南 的 工作 的 基础 之 上 证 明 * 每 个 递归 可 枚 举 谓 词 都 是 
必 熏 图 谓词 "(从 而 最 终 否定 地 解决 了 希 尔 怕 特 第 十 问题 ) ,这 项 结 
存在 一 个 整 条 数 多 项 式 方 程 DD 一 0, 它 没有 正 整 数 
解 , 但 在 PA 中 却 不 能 证 明 这 一 事实 。 
这 表明 D0 的 全 称 闭 包 是 一 个 哥 德 尔 语 妇 , 这 是 一 个 地 道 
的 数学 命题 ,而 且 D0 可 以 实际 地 用 显 式 写 出 来 .但 是 这 个 公 趟 
是 个 错 然 大 物 一 一 有 数 百 个 字符 ,并且 它 本 身 也 是 根据 可 德尔 { 第 
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二 ) 不 完全 性 定理 翻 造 出 来 的 ,因而 不 能 算 作 自 然 的 数学 他 题 .让 
到 1977 年 ,J* 帕 瑞 斯 和 世 * 哈 灵 顿 才 在 组 合 论 中 找到 了 一 个 命题 «， 
a 在 ZF 中 可 证 但 在 PA 中 不 可 证 ,这 个 组 合 论 命题 a 可 以 认为 是 
一 个 自然 的 哥 德 尔 语句 。 由 于 本 书 并 不 假设 读者 具备 组 侣 论 的 预 
备 知识 , 所 以 就 不 具 栖 介绍 4 的 构造 了 。 
土 面 所 讨论 的 哥 德 尔 不 完全 性 定理 (定理 6.4. 3 至 定理 6. 4, 5) 
也 称 作 哥 德尔 第 一 不 完全 性 定理 . 它 说 
如 果 “PA 一 致 " 则 “ 户 的 自 代 入 不 可 证 代 定 理 6. 4. 2) 
我 们 对 定理 6. 4. 4 的 证 明 是 在 元 语言 的 县 次 上 进行 的 。 我 们 知 
道 *PA 一 致 * 和 “的 自 代 入 不 可 证 ?都 可 以 在 PA 中 表达 ,后 者 的 
表达 式 就 是 eguy p) ,前 者 的 表达 式 我 们 记 作 
Consis(PA) 
《读者 可 参照 定理 6. 4. 4 的 证 明 自 已 试 者 号 一 下 ) .于 是 定理 6. 4.2 
可 以 表达 作 
Consis(PA)—a(v/ p), 
如 果 我 们 能 在 PA 内 部 完成 对 上 式 的 证 明 , 印 得 到 
PA | Consis(PA)—a(m/ p), 
那么 由 于 我 们 已 经 证 明 ， 如 果 PA& 一 臻 , 刚 PA Fatwm/ p). 于 是 就 
得 到 ， 
定理 6. 4, 6 如 果 PA 是 一 致 的 ,那么 PA 的 一 致 福 不 能 在 PA 
内 部 证 明 。 
这 是 一 条 意义 更 为 深远 的 定理 , 道 常 称 为 可 德尔 第 二 不 完全 
性 定理 . 哥 德 尔 并 没有 给 出 这 个 定理 的 完整 证 阴 , 只 是 象 上 面 那样 
大 体 上 勾勒 出 了 证 明 的 思路 ,他 原 想 另 写 一 篇 文章 来 证 明 这 一 定 
理 . 但 他 的 结果 发 表 以 后 立即 得 到 了 广泛 揭 承 认 , 于 是 这 计划 中 的 
第 二 篇 文章 也 就 一 直 没 有 完成 .此 后 ,和 希 尔 人 特 和 贝 泰 斯 (1939 
年 ), 非 弗 尔 总 (1960 年 ) 都 曾 给 出 定理 6. 4. 6 的 严格 证 明 ， 每 个 证 
明 均 长 达 四 十 余 页 。 
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第 七 章 
递归 可 枚 举 集 


387.1 .判定 可 题 


根据 丘 奇 论题 ,说 一 个 谓词 (集合 ) 是 可 判定 的 ,就 是 说 它 是 递 
归 的 ,例如 前 面 我 们 已 经 证 明了 谓词 “zx 是 情 数 ”"、“x 是 素数 ”、“z 
能 整除 y”、“z<<y” 都 是 递归 谓词 ,因而 它们 都 是 可 判定 的。 当然 ， 
并 非 所 有 的 数论 谓词 (集合 ;都 是 可 判定 的 ,下面 我 们 先 来 看 儿 个 
与 递归 论 有 关 的 不 可 判定 向 题 ，。 

定理 7. 1, 1 谓词 “rEW.”{ 即 “(x)”) 不 是 递归 的 。 

证 用 反 证 . 设 “rEW:” 是 递归 集 , 则 其 特征 函数 


1 如 果 工 起 全 。 
/n= 如 果 工区 WW 
是 递归 了 数 ,定义 冰 数 
s 无 定义 否则， 


根据 第 三 章 习 题 12, g 是 递归 涌 数 ,于 是 对 某 个 自然 数 m, g 一 钙 ， 
(dom 二 全) ,此 时 
meV mEdomg Am—=0 人 rE WW, 

矛盾 .这 就 表明 rEW: 不 是 递归 谓词。 

定理 7. 1. 2 停机 问题 不 可 判定 ) 谓词 *yEW.”( 即 @,(y) 9) 
不 是 递归 的 ，。 

证 用 反 证 , 设 yE W; 是 递归 谓词 , 则 其 特征 函数 
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-站 如 果 3%E 中 

5 lo 如 果 y 和 WW,，。 

是 递归 函数 ,于 是 一 元 递归 函数 
ffir}—=g(r, rt) 


也 是 境 归 示 数 ,而 f 正 是 谓词 xE€EW, 的 特征 陋 数 ,上 一 定理 已 经 
证 明 它 不 是 衣 归 的 ,这 个 蔬 盾 就 表明 yE W, 不 是 递归 请 词 。 
定理 ?7.1.3 请 词 4 中 ,= 妨 ( 零 国 数 )? 不 是 递 扫 的 。 
证 令 
fezsy)= 0 如 果 XW,， 
无 定义 如 果 XX 信 W,， 
根据 绒 育 论题 ,f(x,y) 是 递归 消 数 ,由 s-m-n 定理 ,存在 递归 全 国 
灶 jix) ,使 
flr,y) = (Cy), (1) 
由 于 当 xEW; 时 ，ftzx,y) 作 为 yy 的 隙 数 是 零 酉 数 , 从 而 则 只 
知 
IEW Be =U, 
而 如 果 多 .= 一 避 是 递 好 的 , 画 忆 ;当然 也 是 递归 的 ,于 是 x+EW, 是 递 
归 的 ,与 定理 7. 1. 1 了 矛盾 ,所 以 更 .=O 不 是 递归 谓词 。 
推论 7. 1, 4 谓词 “ 惠 .= 东 ,不 是 递归 的 ， 
证 令 e 是 零 申 数 的 一 个 指标 ,如 果 二 ,二 而 ,递归 , 则 帮 , 一 全 
也 是 递归 的 ,与 定理 7. 1, 3 政 盾 . 
定理 7. 1. 5 (输出 问题 不 可 判定 ) 设 c 为 常数 , 谓 
词 9 yt.(y) yy = 二 c)( 即 “第 xz 号 图 灵机 可 以 输出 c” 亦 即 cE 五 .) 不 是 
递归 的 。 
证 全 ~ - 
> 果 xzEW,， 
td 国史 否则 。 
显然 A/(z+,y) 是 二 元 递归 清 数 ,于 是 由 s-m-n 定理 ,存在 递归 全 国 
数 区 2 使 
fr =D ty)., 
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从 而 

EW Bo (=y b=N cE bw 

I 人 记 WW 声 钊 :fy 处 处 无 宅 色 一 E= > ct& Er. 
因此 

XxEW.S ce Ec, 

如 果 cE EE 是 递归 的 , 则 cE€ Ew 也 是 递归 的 ,从 而 +EW; 也 
是 递归 的 ,这 与 定理 7. 1. 1 和 矛盾 。 

定理 7. 1. 6( 输 人 问题 不 可 判定 ) 设 c 为 沉 数 ,请 词 惠 -(c7 小 
( 妈 < 所 多 不 是 递归 的 。 

证 明 留 给 读者 ( 避 题 1)。 

上 述 六 个 定理 表明 在 递归 论 中 存在 大 量 的 不 可 判定 的 问题 。 
通过 编号 的 方法 ,我们 也 可 以 证 明 许多 关于 形式 系统 ,形式 理论 的 
问题 也 是 不 可 判定 的 (当然 ,也 有 许多 是 可 判定 的 )。 由 于 许多 证 明 
都 要 涉及 递归 论 以 外 的 知识 ,而 且 篇 帆 志 很 大, 所 以 我 们 只 是 不 加 
证 明 地 列 出 一 些 重要 的 结果 (参看 [4],[1]) 。 

对 于 一 个 形式 系统 或 形式 理论 ;用 能 行 的 方法 确定 任意 的 公 
式 是 否 舍 系统 的 定理 , 称 为 该 系统 的 判定 问题 ,如 果 有 这 样 的 能 行 
方法 存在 ( 即 该 系统 的 定理 集 是 递归 的 ) ,就 称 该 系统 是 可 判定 的 ， 
否则 称 为 不 可 判定 的 。 我 们 有 如 下 的 一 些 结果 ， 

1. 经 典 命 王 逻辑 是 可 判定 的 (例如 真 值 表 法 就 是 一 种 判定 方 
法 ): 

2， 丰 觉 主义 命题 逻辑 是 可 判定 的 ; 

3. 模 态 人 逻辑 的 KK, T，S,, S;，S,,， 5S; 等 系统 都 是 可 判定 的 ; 

4， 一 阶 背 词 运 辑 是 不 可 判 定 的 。 

不 过 如 果 把 谓词 好 辑 的 判定 问题 限制 在 某 些 特殊 的 公式 类 
上 , 仍 有 一 些 可 判定 的 结果 ,例如 

5， 对 愉 含 一 元 谓词 的 公式 ,其 有 效 性 各 可 满足 性 都 是 可 判定 
的 ; 

7 了 7， 对 形 如 Yr 和 形 姑 zzoafa 中 无 量词 ) 的 谓词 
-~ 103 -- 


公式 ; 其 有 效 性 和 可 满足 性 都 是 可 判定 的 ; 

?7。 对 形 如 zx yymacea 中 无 量词 ?的 谓词 公式 ,其 
有 效 性 是 可 判定 的 ,但 其 可 满足 性 不 是 可 判定 的 ; 

8， 对 形 如 3z zywm…yayata 中 无 量词 ?的 谓词 公式 ,其 
可 满足 性 是 可 判定 的 ,但 其 有 效 性 不 是 可 判定 的 。 

对 于 建立 在 一 阶 逻 辑 基 础 上 的 各 种 形式 理论 ,其 判定 问题 因 
其 非 逻辑 公理 的 不 同 而 各 蜡 。 例 如 

9. 一 阶 数 论 是 不 可 判定 的 ; 

10. 群 论 是 不 可 判定 的 ; 

11， 变换 群 论 是 可 判定 的 ; 

12， 实 闭 有 序 域 理论 (实数 算术 ) 是 可 判定 的 。 


$7.2 诡 归 可 枚 举 集 


上 一 市 中 我 们 讨论 了 一 些 不 可 判定 ( 非 递 归 ) 的 谓词 ,如 果 细 
心 观 察 一 下 就 会 发 现 它们 之 中 仍 有 很 大 的 差别 ,我 们 来 对 比 一 下 
“A(T) ”有 处 处 无 定义 "和 “$: 一 ,三 个 谓 间 ,它们 都 是 非 递 
归 的 (不 可 判定 的 )。 

对 “B.Cx) ”在 给 定 x 之后, 我们 可 以 实际 写 出 图 灵机 2Z 使 
##(Z) 二 7 ,然后 输入 工 , 运 行 Z, 这 是 一 个 能 行 的 过 程 . 如 果 事 实 上 
(zx) ,那么 使 用 上 述 过 程 我 们 可 以 在 有 穿 步 内 玉 认 更 -(z) 4 的 
事实 ,因为 此 时 了 会 停机 ;如 果 事 实 上 年 (z)+ , 则 Z 不 能 停机 ,我 
们 在 有 穷 步 内 无 法 作出 任何 结论 .也 就 是 说 ,虽然 谓词 “ 钊 ,(z) 上 ” 
不 是 可 判定 ,但 对 “xz) y ”为 真 的 这 一 半 我 们 还 是 可 以 通过 一 
个 能 行 过 程 加 以 肯定 的 ,只 是 对 “和 6.(z) y ”为 假 的 那 一 半 得 不 出 
结论 。 

对 * 菠 . 处 处 无 定义 *, 在 给 定 x 之 后 ,我 们 也 可 以 先 求 出 图 灵 
机 Z 使 共 (Z7 一 rz, 然后 依次 计算 

B100), B11(1), 
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DO) Boal), Ps 2) 
30), Bsa), B32), B33), 
来 进行 判断 ,如 果 事 实 上 人 B, 处 处 无 定义 ,上 述 过 程 不 会 完结 , 我 
们 元 法 在 有 窃 步 内 确认 “ 鱼 : 处 处 无 定义 ?为 真 这 一 事实 ;但 如 果 
“而, 处 处 元 定 光 ”为 假 , 则 控 上 述 过 程 作 到 某 一 步 t 时 就 会 找到 一 
个 :De) 4 ,这 时 我 们 残 可 以 断定 “和 . 处 处 无 是 这 ?为 假 」。 也 
就 是 说 ,对 “二, 处 处 无 定义 ”我 们 能 确定 它 为 假 的 那 一 半 ,但 不 能 
确定 它 为 真 的 那 一 半 , 正 好 与 .tx) 的 情形 相反 ,对 于 “者 ,= 
下 ” ,我们 则 无 法 确定 其 任何 一 半 。 因 为 要 枪 肯 定理. 一 菠 ,, 我 们 需 
要 确认 
B00 = ,0), BB), $2) = 人 ,2) ,+ 
这 是 不 可 能 在 有 宅 步 之 内 完成 的 .而 要 想 葡 认 古 . 关 名 ,, 我 们 需要 
找到 一 个 反例 下 使 
DR) EE, R), 
如 果 末 和 理 , 都 是 全 函数 ,那么 只 要 事实 上 名: 关 旬 ,我 们 就 总 能 
找到 这 样 的 反例 ,但 如 果 全 和 更 , 中 有 一 个 定义 域 不 全 ,就 可 能 因 
(让 或 吓人 语 ) 不 能 停机 而 无 法 确认 下 -天 而 。 
为 了 区 到 上 述 三 种 情形 ,我们 引入 递归 可 要 举 集 和 递归 可 校 
举 谓词 的 概念 ，。 
定妆 ?7.2,1 设 A4 是 自然 数 元 组 的 集合 LAEN"), 如 果 上 4 
是 某 个 元 讶 归 国 数 的 定义 域 , 则 称 4 为 递归 可 析 举 集 . 递 妇 可 
村 举 集 简 记 作 .e 集 . 
后 忆 第 二 章 中 我 们 曾 用 好? 表示 递 妇 画 数 "的 定义 域 ,于 
是 »n 维 数组 的 递归 可 枚 举 集 都 包括 在 序列 
WS WD es, We OD 
中 ,而 且 每 个 n 维 的 递归 可 校 举 集 都 在 序列 中 中 出 现 无 穷 儿 次 ， 
弟 妇 可 枚 举 集 的 定义 显示 了 一 种 半 可 判定 性 ,对 于 任何 一 个 
. Wi',， 我们 运行 第 e 号 图 灵机 图 灵机 ,如 果 输 入 的 xEW., 则 第 e 号 
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图 灵机 会 停机 ;如 果 z 和 在 丈 ., 则 不 会 倍 机 .因此 , 当 开 E 丰 时, 我 们 
通过 运行 第 e 号 图 灵机 就 可 以 在 有 穷 步 之 内 确定 zE 全 , 这 一 事 
实 ; 但 如 果 x 伟人 久 ,, 靠 运行 第 e 号 图 灵机 的 办 法 就 不 能 在 有 穷 步 之 
内 得 出 任何 结论 。 
定义 ?, 2,2 设 丸 是 元 谓词 ,如 果 屎 的 外 延 集 
及 二 {Cz | 玉 Creeyro) 为 真 } 
是 x,e 和 集 , 则 称 为 递归 可 校 举 谓词 (也 叫 半 可 判定 谓词 ) .递归 可 梳 
举 谓 词 也 葡 记 为 r.e 谓词 。 
显然 4 是 递归 可 核 举 集 当 且 仅 当 (z…,z)E4 是 递归 可 
检举 谓词 . 
例 1 全 体 自然 数 的 集合 NN 是 递归 可 校 举 集 ,因为 它 是 常 尖 
数 
(rT) = 
的 定义 域 。 
例 2 ” 宇 混合 了 是 递归 可 术 举 集 ,因为 它 是 处 处 无 定义 的 阔 数 
《 空 瑚 数 ? 的 定义 域 。 
例 3 集合 
KK 二 1x | 加,(z} 有 定义 } 
是 递归 可 枚 举 集 , 因 为 它 是 一 元 递归 函数 盏 ,(x) 的 定义 域 ,此 外 ， 
由 定理 7, 1. 1 我 们 已 经 知道 玉 不 是 递归 集 ， 


定理 7.2.1 4 筷 XN* 是 递归 可 校 举 集 , 当 且 仅 当 函 数 
当 Cr TEA, 


Ca | 
fx tn) 死 定 党 当 (fryweyro) 自 4。 
是 递归 函数 。 
证 设 
ee ) 身 ， 
ferme) = 当 《x 谋生 


天 定义 当 (CE] ,将 过。 
是 递归 晒 数 , 则 4 是 了 的 定义 域 , 根 据 定 义 7.2.1,4 是 递归 可 要 


举 集 。 
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反之 , 设 4 是 re 集 , 则 根据 定义 7.2.1, A 是 某 个 元 递归 
函数 gCzrir"* xz,) 的 定义 域 , 易 见 
站 【ye 
所 以 是 递归 函数 。 
定理 7. 2,2 递归 集 都 是 递归 可 枚 举 集 。 
证 设 ACN’ 是 递归 集 , 则 谓词 


(fir 及 
是 递归 谓词 ,根据 第 三 章 习 题 12, 沙 数 
FOr se x)= Cr ) EA, 
1* 和 无 定义 否则 ， 


是 递归 函数 ,而 4 是 /的 定义 域 ,所 以 A 蚌 递 归 可 枚 举 集 。 

定理 7. 2. 2 的 道 不 成 并 ,我 们 已 经 知道 = (zz 就 只 
是 递归 可 极 举 集 而 不 是 递归 集 ( 和 参看 例 3) 。 

媚 归 和 集 和 和 弟 扫 可 梳 举 集 之 间 还 有 如 下 进一步 的 关系 ; 

定理 7. 2,. 3 4 是 递归 集 当 且 仅 当 4 和 A 都 是 递归 可 术 举 
集 。 

证 ”如果 4 是 递归 集 , 则 根据 定理 3, 2, 4,4 也 是 递归 集 , 由 
定理 7. 2.2, 4 和 4 都 是 递归 可 枚 举 集 ， 


如 果 4 和 了 4 都 是 递归 可 校 举 集 , 则 根据 定理 7. 2. 1, 函 数 
于 雪人 Cr 人 人， 
fens ) = | 


无 定 尺 当 (TL hihi + Ln) = 
和 哨 数 


1 当 (Cz) x) EA 
ga 无 定义 当 (zi ,yxts) 区 可 
都 是 递归 函数 ， 

设 Zi 和 2Z; 分 别 是 计算 .sg 的 图 灵机 ,对 2 和 了 输入 (zy 
xz， 根据 了 和 8 的 定义 ， 2 和 2 中 总 有 一 部 (也 只 有 一 部 ?会 售 
机 .如 果 是 Zi 停机 ,就 表明 (zx,… ,zx,》E€ A; 如 果 蚌 Z; 停 机 ,就 表明 
(xyznE4。 于 是 根据 丘 奇 论题 我 们 扼 道 谓词 
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《YieyrpyE 过 
是 递 类 谓词 ,从 而 集合 4 是 递归 集 。 
由 于 我 们 已 经 知道 天 是 递归 可 概 举 集 但 不 是 媚 妆 集 , 所 以 由 
定理 立即 得 到 
推论 7. 2.4 天 二 {zx1@.xr) 4} 不 是 递归 可 枚 举 集 。 
由 此 可 知 , 递 归 可 术 举 集 对 补 运 算 不 封闭 ,因而 根据 定 尖 7. 2， 
2, 递归 可 枚 举 谓词 对 否定 也 不 封闭 ,例如 谓词 “ 争 -(Cz) 有 定义 ?是 
递归 可 枚 举 的 ,而 它 的 否定“ 名.(Cz) 无 定义 ?出 不 是 递归 可 术 举 的 。 
不 过 ,递归 可 枚 举 集 对 并 、 交 运算 仍然 是 封 财 的 , 即 : 
定 班 7.2.5 设 有 4,BCN", 如 果 A,B 都 是 递归 可 裤 举 集 ,出 
4UB3 和 4 门 召 业者 是 递归 可 术 举 集 。 
证 设 4,8Cx 且 4,5 都 是 递归 可 校 举 集 . 由 定理 7. 2. 1 ， 
fxs sxe) = | i) EA 
无 定义 站) 在 本。 


和 
上 当 人 Cr E 万 ， 


8 天 定义 当 (z1 ,Xs) 铭 晶 。 
都 是 递归 函数 。 
设 于 "= 了 Bi"=g, 定 你 晴 数 
i 当 (Cxis Xn) 马 思 或 
be) Cz13 ta) EB, 
无 定义 否则. 
我 们 可 以 按 如 下 直观 算法 计算 Art…vrn7: 
同时 和 计算 孝 和 凶 Cr) 旭 果 其 中 有 一 部 
各 拉 [; 则 Cr 和 将 永 不 停 起 .好 Briy rrr) 
无 全 六. 起 据 瑟 间 论 题 , 卢 是 评 时 纯 薄 .和 祭 居 看 站 二 司 吾 是 正 药 知 
文 城 .所 BB 胰 漳 器 宙 要 刺 集 ， 
A 人 NE 的 圭 末 量 类 开 的 , 窟 六 访 者 
比 沾 和 寻 本校 举 党 对 提 影 运算 也 是 封 二 的 . 师 ; 
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定理 ?. 2. 6 如果 = 十 1 元 数组 集 4 是 递归 可 枚 举 集 , 则 A4 的 
投影 集 
B= {rr ta) [yr ra YE A))} 
也 是 递归 可 枚 举 集 。 
证 ” 设 ?十 1 元 数组 集 4 是 递归 可 枚 举 集 , 则 由 定理 7. 2. 1 , 函 


数 
] 当 (r Ty EA 


‘ +t )=| 、 
7 无 定义 当 和 (zszsD) 世 A 
是 递归 酒 数 , 令 e 是 计算 六 的 图 灵机 (B= 让 ,我 们 可 以 用 如 下 算 
法 计算 销 数 
CT rT) = | 
依次 计算 ; 
DT Tn 0 
DT TOY, BD or Tl ); 
DD, yr | ,Tn vw BD,. Al 和 Tal + Dr 重 让 rs 


了 当 (C yr :全 BB， 
无 定义 当 ( 上 re 占有 吾 ， 


和 四 


如 果 计 算 到 某 一 步 , 其 中 有 一 项 (比如 鲁 ,, zt，… ,zn 此 停机 ， 
则 gz yz 等 于 1 否则 gz yz 无 定义 。 

根据 丘 奇 论题 ,8 是 递归 函数 ,从 而 由 定理 7. 2. 1, 品 是 递归 
可 校 举 集 ，。 

由 上 面 两 个 定理 和 定义 7. 2. 2, 我 们 容易 得 到 

推论 7, 2.7 ” (1) 递归 可 示人 举 谓 词 对 A 信 、V 封闭 , 即 如 果 书 , 包 
都 是 wn 元 巡 归 可 榴 举 集 谓词 , 则 了 PAQ 和 PVYBQ 也 都 是 化 归 可 要 
举 谓词 ， 

《2) 递归 可 校 举 谓词 对 存在 二 词 封闭 , 即 如 果 PP 是 十 避 元 
递归 可 校 举 谓 启 , 则 

an 元 ) 弟 归 可 要 举 调 


I， 


由 于 对 任何 的 正 整数 wn, ”元 配对 舱 数 上 扩 是 原始 递归 画 数 ， 
所 以 元 组 集 台 4 是 递归 可 校 举 集 ( 递 娄 集 ? 当 间 仅 当 4 在 天 下 
的 象 集 

J A= {rT | Cn) EA 
是 递归 可 枚 举 集 (递归 集 )， 

因此 在 讨论 递归 可 榴 举 集 (递归 集 ) 的 时 候 我 们 可 以 把 »%* 元 数 
组 (ram) 与 它 在 配对 函数 ,下 的 值 大 (zz 等 同 看 待 ， 
把 = 元 组 集合 4 和 4 在 .天 下 的 象 集 .JLAj 等 同 看 待 , 从 而 ,如 果 
没有 特殊 需要 ,今后 我 们 在 讨论 递归 可 枚 举 集 (递归 集 ? 时 就 只 眼 


于 讨论 自然 数 集 。 
定理 7. 2.8 如 果 .Amyzrygfzyyzt) 都 是 递归 函数 ， 
则 x 元 谓词 
FT yn 一 让 CT) 
是 :元 递归 可 枚 举 谓词 . 
证 令 
| fr T= gr), 
hrs Ta) C= 
+ 否则 。 


容易 验证 
hr rs) = SgC Fry Ta sg Te)) —1), OD 
因为 当 sy 或 grips xz,) 无 定 时 ， 
Sg(Cs flrs ra) gr sxe) )— 1) 
也 无 宋 久 1 当 (nw, 和 gtx;*…+ ,zx:) 都 有 定义 但 
fri ra) EECTL Ts) 
时 ， 
Sg(C_ Cf rrr ra) gris sr) )— 1) 
仍 无 定 久 ; 当 flae yz ) 和 g(xyw'' ,Xs) 都 有 定义 且 
fr rr) = pry rs) 
时 ， 
SgCE Fr Ea) ET A ) 1)=1, 
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所 以 作成 立 , AhCrz yz 是 递归 国 数 。 根 据 定 理 7. 2. 1 和 是 
了 .2.2， 
Fr ys) = 
是 递归 可 枚 举 谓词 ， 
定理 ?7.2.9 令 4EN ,以 下 四 个 命题 彼此 等 价 ， 
《174 其 re 集 ， 
(2) 有 4 二 名 或 4 是 某 个 一 元 原始 递归 汉 数 的 值 域 ， 
《3) 有 A= 他 或 4 是 某 个 一 元 递归 全 函数 了 的 值 域 ， 
《4) 凡是 某 个 一 元 递归 亏 数 的 值 域 . 
证 2) 地 (3) 和 (C3) 二 (4) 是 显然 的 ,以 下 证 明 ( 和 4) 地 (1) 和 
(1)= (2)。 
先 证 (4 全 (1). 设 4 一 tan g， 如 是 递归 冰 数 。 则 由 定理 7. 2.9 
知 
Sx)=Yy 
是 递归 可 枚 举 谓词 ,而 
JyEAASS JIrtetr)=y) 
于 是 根据 推论 7. 2. 7 之 (2)“yE A” 是 递归 可 校 举 谓词 ,也 就 是 说 4 
是 递归 可 枚 举 集 。 
再 证 人 1) 之 (2)。 设 4 是 递归 可 校 举 集 且 4 和 天 你 . 则 由 年 理 7. 
2. 1 ， 
1 当 XZ 人 入 ， 
“无 定义 当 x&4 
是 递归 了 旺 数 ,于 是 对 某 个 ee, = 二, 根据 范式 定理 (定理 4. 2. 1) 我 
们 有 . 
:TEAS dvT(r, ye) OD 
由 于 A4 关 讽 ; 设 a 是 A 中 的 最 小 元 ,定义 范 数 了 
0}=a, 
fz l=C_ rizt 1 ,rte+1)) f(z) 
+Crttzt 1 rtzt 1)) tt 1) 
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其 中 Cr 和 CC-zr 分 列 是 了 (zyyyey 和 一 了 (zye) 的 特征 困 数 ,它们 
是 关于 工 ,* 的 二 元 函数 , e 是 常数 。 
了 显然 是 原始 着 归 畏 数 .我们 来 证 明 4 一 ran 了 
设 z€ 4, 由 (D 知 存在 (唯一 的 )y 使 T(x,y,e) 为 真 ( 即 Cr(z， 
y)}=1, Cortzsy) = 0), 根据 编号 的 方法 可 知 3 所 以 yzyy) 
关 0, 令 J(x,y) 一 zx 十 1( 从 而 区 =Jz 十 1})， y= 二 r(z 十 1)), 由 了 的 定 
兴 可 知 
fzt1)=i(t+1)=x, 
于 是 xEran 三 ,因而 ACran f， 
另 一 方面 ,我 们 用 归纳 法 来 证 明 ran f 生 A。 
首先 ,FiD) 一 aE A。 
其 次 , 设 Fe)EA4。 由 于 Cr 和 Cr 的 值 总 有 一 个 为 0, 于 是 , 当 
CTtrfs 十 1),r(z 十 1)) 一 0 时 ， 
+1)=/7 (0) EA; 
当 CrdCkz 十 1),rfs 十 17) 一 0 时 ， 
Fe 十 17 一 区 < 十 17， 
而 由 于 此 时 CrGfsx 十 1)srfz 十 1))》 一 1, 即 症 CCz 十 1) ,rs 二 17，e) 
为 真 , 由 人 中 可 得 六 z 十 1)E 4 从 而 ss 十 1)cE4, 这 就 得 到 
ran fCCA, 
定理 7. 2. 9 之 (2),(3) 中 所 说 的 递归 全 函数 (原始 递归 函数 ) 
称 为 { 非 空 的 )r.e 集 4 的 检举 函数 . 它 表 明 , 非 空 的 说 娄 可 核 举 集 
可 以 用 一 个 递归 全 函数 未 个 枚 举 出 来 , 即 
= {FO FOOD FO Fa 
我 们 用 E. 表示 全 的 值 域 ,于 是 每 个 递归 可 杖 举 集 就 都 在 序 
到 
En, El + EE.， 本 让 时 
中 出 现 无 穿 多 次 。 
非 空 递归 可 校 举 集 的 梳 举 函数 不 是 哗 一 的 ,事实 上 每 个 非 空 
的 玉 归 可 核 举 集 如 都 有 无 穷 多 个 核 举 函数 ,而且 在 核 举 讨 程 中 可 
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能 有 元 素 重 复出 现 ( 如 果 4 是 有 穷 集 则 必定 和 置 复 )。 

定理 ?.2. 11 如 果 4 是 无 穷 的 递归 可 核 举 集 , 则 4 有 1 -1 的 
枚 举 育 数 。 

证 和 个 枚 举 函 数 

= {gt0), gC "gCA), ***} 
和 在 向 站 复 的 项， 就 得 到 一 个 1 一 1 的 校 举 ， 形式 地 说 ,定义 
函数 了 为 
人 


f(y+1) gial Yulf dg))]), 

f 就 是 所 要 的 1- 1 的 枚 举 函数 (由 于 4 是 无 穷 集 , 故 矿 是 全 阔 数 )， 

定理 7.2. 12 设 4 是 无 穷 的 递归 可 枚 举 集 ，4 是 递归 集 当 且 
仅 当 4 有 一 个 严格 上 升 的 技 举 画 孝 ， 

证 设 4 是 一 个 无 穷 的 递归 集 , 则 函数 

f(OM)=p utuE A] z 
ftyt+1)= £8 “ve AAw>f (9)] 
是 4 的 一 个 严格 上 升 的 核 举 函数 。 
反之 , 设 4 有 一 个 严格 上 升 的 枚 举 函 数 /。 由 /严格 上 升 知 : 
” ”如果 f(x} 二 y, 则 ZY 
于 是 z 
JyEAS Irtf (r=y) 
.ir(f(z)=y) 

由 f 是 爹 涂 数 , 胡 (x) = 是 递归 谓词 ,从 而 4 是 递归 集 。 

定理 7. 2, 13 无 穷 的 递归 可 枚 举 集 都 有 无 穷 的 谴 归 子 集 . 

证 生生 是 一 个 无 穷 的 韶 归 本 机 尝 集 ， 是 它 的 一 个 枚 举 范 
数 ，. . 

A= (gC0), gD …} 

由 于 入 是 无 穷 的 ,所 以 我 们 可 以 从 g(t0) ,Zz(1) :中 能 行 地 
选 出 一 个 严格 上 升 的 子 序 到 ,形式 地 说 就 是 :定义 团 数 下 旭 下 ， 
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人 和， 
gy 1)=g(Cpau[ ff Cy) <La wu) 1), 
由 于 4 无穷 , 故 六 是 全 函数 ,利用 归纳 法 容易 验证 上 是 严格 上 升 
的 ;由 子 的 定义 容易 看 出 
ran /CA, 
根据 定理 7. 2. 12, ran 了 是 4 的 一 个 递归 子 集 。 . 
递归 函数 与 递归 可 要 举 集 ( 递 归 可 榴 举 谓词 ) 之 间 还 有 如 下 的 
一 些 关 系 ; 
定理 7. 2. 14 
(1) 如 果 f 是 "元 递归 函数 ，ASN" 是 递归 名 枚 举 集 , 则 有 4 
在 上 下 的 像 集 
7L4] 一人 Fe sa) | (Cris ts) EE A} 
是 递归 可 枚 举 集 ， 
(2) 如 果 PEIziyznyy) 是 递 妇 可 校 举 谓词 ，Fzl zs) 是 
递归 全 函数 , 则 
(ET 
是 如 归 可 校 举 谓词 。 
(3) (图 象 定理 ) 2 元 函数 了 是 递归 函数 当 且 仅 当 了 的 图 象 
Gr= rt (I + Ty) |f Cx 9 ) Oy} 
是 如 归 可 校 举 集 。 
证 对 于 (1), 由 于 
FA]={yl3r dr ry EAAYS= Ar rn ))} 
因为 4 是 ”~e 集 , 故 (zz)E4 是 re 谓词 ;由 定理 7. 2.8 知 》 
一 FCz mm) 是 re 谓词 ,从 而 由 ?. 2.7 之 (2) 知 
dz dr tr EAAYy= f(r re) ) 
是 递归 可 枚 举 谓 词 , 于 是 [A 是 递归 可 校 举 集 ， 
对 于 (2) ,由 于 
天 (1 toms fr Tn)) 5 悦己 (eyey9 内 
Ay=/ (rr sr) ), 
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出 定理 7. 2.8 和 推论 7. 2. 7 知 右 端 的 公式 是 递归 可 校 举 雷 词 。 
对 于 (3) ,由 于 
Cr EGS y= a) 
由 定理 ?, 2. 8 即 得 到 G; 是 递归 可 校 举 集 。 


导 题 
1. 证 明 下 述 崩 词 玫 是非 这 归 的 ; 
Cl 并 对 E,, 
(2) 更 , 次 全 敬 数 ， 
(3) 本 一 下 ，， 


(4) 呈 , {x)= 二 上 0D， 

(5) By)= 0, 

(6) TEE,, 

(7) B, 是 崩 函 数 ， 

《8) 者, 处 处 无 定 六 (5( 即 钱 - 一 向 )， 

《9) 三 - 是 无 穷 集 ， 

《10) 五 - 是 无 穷 集 ， 

(11) cE Wte 是 常数 )。 

2 证明 ;集合 {z| 名 ;不 是 1-1 的 } 是 x.e 集 ， 

3. 证 明 以 下 霄 词 都 是 递归 避 校 举 的 : 

(1) 开关 对 3 

(2) Ei; 

(3) BtXx) 是 完全 平方 数 ， 

4， 证明; 如 果 有 是 x,e 集 , 则 册 W， 和 UE 都 是 r.e 集 , 但 
QW; 未 必 是 xr.e 集 。 

5. 证 明 ; 存 在 递归 全 铺 数 上 x} 和 mtx), 使 对 每 个 + 及 .= 
Ew 以 下 EC= Wr 
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第 八 章 
m- 归 约 和 m- 度 


上 一 章 我 们 引入 了 递归 可 枚 举 集 和 递归 可 枚 举 谓 词 并 实际 证 
明了 一 些 集 合 和 谓词 是 递归 可 榴 举 的 ,证明 所 使 用 的 方法 可 以 分 
为 两 类 :由 定义 直接 证 明 ( 例 如 定理 7?. 2. 1 的 证 明 ) 和 将 一 个 集合 
(谓词 ?的 递归 本 校 举 性 归 约 为 另 一 个 集合 (谓词 ?的 递归 可 术 尝 
性 。 在 这 一 章 , 我 们 对 归 约 方法 作 一 些 讨论 。 


$8.1 im- 归 的 


定义 8.1.1 设 A,BSEN, 如 果 存 在 一 个 递归 全 函数 了 使 
TEAO fx)EB 
(或 者 等 价 地 ,Af[4] 三 8B 且 f[4] 守 B),; 则 称 4 可 以 条 一 归 约 (m- 
归 约 ) 到 B, 记 作 
A B， 
函数 了 称 为 (从 4 到 83 的) 归 约 函数 ,如 果 了 是 1-1 的 , 则 称 A 可 以 
一 一 归 约 到 召 记 作 
A&IB. 
由 定义 容易 看 出 ，; 
如 果 A 去 :8B, 则 4 过 五 。 
但 反 向 的 蕴涵 不 成 并 ,例如 对 集合 4= {1,2,3}, B= 二 {0, 1), 递归 


全 范 数 
心 当 rE A, 
nT) yzréeA 
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将 4 mm- 归 约 到 是, 但 4 不 可 能 一 一 归 约 到 吾 . 以 下 我 们 主要 讨论 
m- 汰 。 
在 第 七 章 中 ,我 们 实际 上 已 经 证 明 丁 一些 m- 归 约 关 系 , 例 如 
天 过 ntz] 砷 :一 驯 ，【 人 定理 7. 1. 3) 
Kn (TIcEE} 《定理 7.1.5) 
Kir|cEW}， (定理 7. 1. 6) 
等 等 ,以 下 我 们 米 看 一 下 m- 归 约 的 基本 人 性质， 
定理 8. 1.1 所 = 具有 以 下 基本 性 质 ， 
(1) 对 任何 集合 4 过 ,4( 自 反 性 ); 
(2) 如 果 4 和 了 且 BC 财 4 过 .CC 传递 性 ); 
(3) 4<sB 当 且 仅 当 A 所 ,BB; 
(4) 如 果 五 是 递归 集 且 A 所 mB, 则 4 也 是 递归 集 ; 
(5) 如果 瑟 是 re 集 且 A 所 ,BB, 则 A 也 是 rr,e 集 ; 
(6) 如 果 4 是 递归 和 集 ,B 了 名,N, 则 A 所,B: 
(7) 4<-A 当 且 仅 当 A=N， 
4s 扫 ww 休 当月 仅 当 A= 儿 ; 
(8) NmA 当 且 仅 当 4 天 何 ， 
请 所 wn 当 且 仅 当 A 关 NN; 
《上 述 性 质 除 (6) 和 (C8) 外 ,对 所 | 也 者 成立.) 
证 只 证 (1),(5),(6), 其 余 留 给 读者 。 
(1) 恒 同 函数 f(z} 二 x 是 将 4 m- 归 约 到 .4 的 归 约 函数 ， 
(5) 设 号 =W,, 是 礁 4 到 吕 的 归 约 函数 , 则 4 是 复合 函数 
二 .ChCx)) 的 定义 域 。 
C6) 由 于 4 是 递归 集 , 所 以 4 也 是 递归 集 , zE4 和 < 入 4 都 
是 递归 谓词 .由 于 B 了 多 ,N， 所 以 石头 六, 厅 。 取 二 全 盏 ，c 生 五。 则 


范 数 


pb 当 了 人 4， 
fon- 当 让 4 


是 递归 金沙 数 , 易 见 
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XEAS flr;=pEB., 
推论 8. 1.2 如 果 4 是非 递归 的 递归 可 枚 举 集 , 则 A 区 。A 且 
4 天 。 4 
证 苦 4 所 m4,; 则 因 4 是 递归 可 枝 举 集 , 由 定理 之 (5) 即 得 4 
是 递归 可 校 举 集 ,从 而 4 是 递归 集 ,矛盾 ,所 以 4 科 。4 
由 定理 8. 1. 1 之 (3) 
A 人 44， 
于 是 由 4 芝 。 4 得 到 A 区 ,有 4 
满足 A 所 A4 的 集合 4 称 为 自 对 偶 的 ,推论 8. 1, 2 表明 不 具备 
自 对 偶 性 是 非 递归 的 递归 可 枚 举 集 的 一 个 特征 。 
定义 8.1,2 如果 4 是 递归 可 核 举 集 , 而 且 对 任何 递 妇 可 枕 
举 集 已 都 有 B<-4, 则 称 4 是 m- 完 全 集 ， 
由 定义 立即 得 出 : 若 4,B 部 是 m- 完 全 的 , 则 4 所 8 且 
Bd, 
定理 8. 1.3 六 二 {x| 人 (rz) 是 m- 完 全 的 ,县 对 任何 集合 
4, 4 是 re 集 当 昌 促 当 4 所 ,天 。 
证 由 于 我 们 已 经 知 章 天 是 递 时 可 校 举 集 , 所 以 只 须 证 明 对 
任何 递归 可 枚 举 的 4 都 有 4 所。 天 。 考 虑 函数 
1 当 zxEA 
元 定义 当 w 记 有 4 
由 4 是 +1.e 和 集 知 g 是 (二 元 ) 递 归功 数 , 根 据 s-m-n 定理 ,存在 递归 
全 国 数 并)? 司 
gtT 3 一 二 Cs 
由 g 的 定义 知 当 xEA4 人 时 ,gy 作为 y 的 一 元 负数 是 常 函 数 ， 
因而 是 全 畏 数 ; 当 工 人鱼 和 4 时 ,名 作为 y 的 一 元 汉 数 是 处 处 元 定 闵 
的 函数 .于 是 
zE4 治 落 处 处 有 征 沈 生硬 Cr 洁 EK, 
所 忆 A KK 
定义 8. 1. 2 为 我 们 提供 了 一 个 证 明 一 个 集合 是 递归 可 校 举 集 
一 118 一 


gtXs y= 


的 方法 :要 证 明 一 个 集合 4 是 re 和 集 , 只 要 证 明 4 委 。 关 ;而 要 证 明 
4 委 " 天 ,就 要 找到 一 个 递归 全 函数 (zx) ,使 
TE rEK., 
抽出 ttz) 则 经 常 是 入 据 s-m-n 定理 。 
同 实 ,要 证 明 一 个 集合 如 不 是 首 妇 可 校 举 的 ,我 们 可 以 使 用 
证 明 天 所 mB 的 方法 ;只 要 找到 一 个 递归 全 函数 (xz) 使 得 
EK SrEeEB, 
就 表明 B 不 是 递归 可 术 举 集 , 找 到 这 个 :Cz) 的 方法 也 常 是 使 用 s- 
m-n 定理 。 
此 外 ,由 上 述 定义 和 定理 8. 1. 3 我 们 也 可 以 建立 一 种 证 明 一 个 
递归 可 校 举 集 是 mm- 完全 集 的 方法 , 那 就 是 
推论 8. 1. 4 如 果 4 是 ”~e 集 , 则 
4 是 mm- 完 全 的 当 且 仅 当 于 uA， 
定义 8.1.3 如 果 4A 夺 。B 且 B44, 则 称 A 和 8B 是 m- 等 价 
的 , 记 作 
A 二.B, 
例 ] 设 Ko= {tr 计生 ry)|yEW,}.W 
KEK,, 
证 ”我们 需要 证 明 (1》 Ko 所 sKK 1 及 (2) KK 所 Ko。 
对 于 (1) ,根据 第 五 章 习题 2 ,基数 
如 果 十 ,(y) 
* 否则 
蚌 人 递归 峭 数 ,于 是 由 定理 7, 2, 1 知 Ko 是 r+,e 和 集 , 由 定理 8 1,3 庆 
Ko , 
对 于 C2), 由 于 
TK 这 【CE 其 0 
自然 有 天 所 Ko。 
例 2 设 玉 二 {x|W.: 才 他}, 则 
Kl 寺 »,K, 


Fry 2) = 
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证 根据 第 五 章 习题 3 及 定理 7?, 2, 1 和 定理 8. 1.2 知 天 多。 天 。 
为 了 证 明 天 过 天 利用 s-m-n 证 理 定义 函数 闷 z) ,使 得 
] 如 果 xz 和 你 。， 
Eo | 否则 。 
于 是 
二 且 :一 甸 , .是 带 函 数 之 全, 天 个 ; 
Z 得 全 之 钙 ,, 处 处 无 定 炎 之 丽 , 一 他。 
因此 , KK 二 sm 民 。 z 
例 1 和 例 2 表 明 六 和 六 ,也 都 是 上 -完全 的 。 
此 外 ,由 定 久 和 征 理 8.1. 1 还 容易 得 出 以 下 基本 性 质 ， 
(1) 一 切 mm- 完 全 集 彼 此 m- 等 价 ; 
《2) 一 切 既 不 等 于 好 也 不 等 于 N 的 递归 集 彼 此 m- -等 价 ， 
(3) 对, 只 与 其 自身 m- 等 价 ， 
(4) 圭 ， 是 等 价 关 系 ( 满 足 自 反 、 对 称 、 传 递 三 个 性 质 )。 
定 必 8,1.4 上 自然 数 集 在 三 。 关 系 下 的 等 价 类 称 为 m- 度 , 含 
有 和 集合 4 的 六- 度 记 作 degn(4) ,也 记 作 a, 即 
a=degm(A)= {BIB=,A). 
设 a 和 是 两 个 m- 度 , 旭 果 AEa, BE 日 4 所 8, 则 称 m- 
度 a 小 于 等 于 b, 记 作 
a<Lb, 
如 果 asb 旦 a 关 b, 则 称 a 小 于 6b, 记 作 a<b，。 
显然 m- 度 上 的 所 关系 是 个 偏 序 关系 ( 自 反 、 传 递 ); m- 度 上 
的 一 关系 是 个 严格 仿 序 关系 ( 反 自 反 ,传递 )， 
根据 前 面 的 结果 ,容易 得 到 以 下 结论 ， 
1， degnt 训 )= 二 { 记 ) {这 个 m- 度 记 作 0); 
2. degmn《(N) 二 1N) (这 个 m- 度 记 作 nn); 
3. 如 果 4 是 递归 集 且 4 汉人 和,N, 则 degm<4) 怡 由 全 体 既 非 
加 双 非 N 的 化 归 集 组 成 ”这 个 m- 度 记 作 Du 
4，degm (及) 恰 由 全 体 m- 完 全 集 组 成 (这 个 m- 度 记 作 Om， 
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5. On On 

6. 任 给 m- 度 a, 如 果 a 和 oa, 则 o<a,n<a( 即 oa 是 两 个 极 
小 的 m- 度 )。 

8. 0 和 ma 不 可 比较 , 即 o 逐 上 此 mm 所 0。 

m- 度 的 结构 可 以 用 如 下 的 图 形 来 表示 ，: 


非 7z,e. 的 nm- 度 


图 3.1 mm- 度 


$8.2 指标 集 


前 面 我 们 已 经 看 到 ,在 算术 中 所 谈论 的 各 种 自然 数 集 都 是 递 
归 集 ,我 们 至 今 所 接触 到 的 非 递 归 集 都 是 模 助 递归 论 中 的 方法 建 
立 的 .现在 ,我 们 对 上 面 所 使 用 过 的 定 闵 非 递 归 集 的 方法 做 一 点 系 
统 的 讨论 。 
定义 8.2,1 设 是 全 体 ( 一 元 ) 递 归 函 数 的 类 ,er 王家 ， 
集合 
A={r+ | Ew | 


称 为 指标 集 。 
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指标 集 的 基本 特征 是 ; 妍 果 zE4 且 芋 一 员 ., 则 wE4. 情 如 下 
述 集合 都 是 指标 集 ， 
(1) Ki={z|W,AO), 
(2) KI={rIW,= GG}, 
(3) Fn 二 {x|W, 有 穹 }， 
4) Inf= 二 Fin 一 {x|W, 无穷 }， 
5) Tot 二 {zB, 是 全 函数 }= {rx|W. 一 NN)， 
(6》Tot 一 {xr|®B; 不 是 全 函数 } 一 {xz|W: 关 NN)， 
(7》Con== {x |®, 是 常 函数 }， 
(8) Cof = 人 | 本 :有 穷 }， 
(9) Rec 王 (全 [| 史 。 是 递归 集 } 。 
由 定义 容易 看 出 4 是 指标 集 当 且 仅 当 马 是 指标 集 。 
下 面 我 们 来 看 一 下 指标 集 的 性 质 和 指标 集 的 m- 度 之 间 的 关 
系 。 
定理 8. 2. 1( 赖 斯 定理 ) 设 4 是 指标 集 , 如 果 A4 半 包 ,N，, 则 
4 不 是 递归 集 。 
证 设 4={x|®B&€ .wv )。 我 们 不 妨 设 处 处 无 定 尺 的 鸣 数 fy 
入 -or ,否则 我 们 可 以 用 4 代 蔡 4 进行 讨论 ;因为 4 是 递归 集 当 
且 仅 当 有 妇 是 递归 集 ， 
由 于 4 天 个 且 Fo 全 -sr , 故 有 函数 g 使 gE.er 且 g 关 jf. 任 
取 一 个 这 样 的 g,; 定 义 姐 数 : z 
fr) gCy) 如 果 xzEW,， 
~ 无 定义 如 果 工 千 W,。 
显然 了 上 是 二 元 递归 图 数 . 于 是 由 s-m-n 定理 存在 递归 全 联 数 1(x) 
使 
flrsy) = (yy), 
从 而 
TEW,. 而 一 二 
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XI 
有 EW, OO HTEA, 
也 就 是 说 天 二 m4 .因此 ,对 于 非 NN 非 名 的 指标 集 4, 或 者 KK 二, 
或 者 天 扫 。4, 总 之 4 和 4 都 不 是 递归 集 。 
定理 8. 2. 1 为 我 们 揭示 了 指标 集 的 这 样 的 性 质 : 
根据 定理 8. 1. 1 之 人 4) 可知 如 果 指 标 集 4 关 必 ,NN, 则 4 不 是 递 
万 集 . 搞 人 梧 话 们 ,指标 集中 只 有 作 , 六 两 个 递归 集 ， 
那么 完 竟 哪些 指标 集 是 递归 可 以 举 的 呢 ? 朝 斯 的 男 一 个 定理 
给 出 了 一 个 必要 条 件 。 
我 们 称 定义 域 有 穷 的 钼 数 为 有 穷 柄 数 ,对 两 个 银 数 和 gg, 如 ， 
果 dom FEdom g 并 且 当 xEdomf 时 有 (zr) 二 gtx), 则 称 函 数 了 
是 函数 的 子 范 数 , 记 作 f 叶 g。 
定理 8. 2. 1( 赖 期- 阔 皮 天 定理 ) 设 A 一 (x18B,.E .wx } 是 指标 
集 , 邵 果 和 4 是 7x,e 集 , 则 对 任何 递归 阔 数 了/， 
E.s 当 且 仅 当 存在 有 穷 函 数 bc 使 Er 。 
证 设 A4={z|Ew } 是 re 集 ，FE.er ,但 对 任何 有 穷 的 
Cr Ee 。 
定义 (二 元 ) 通 数 
ft) 如 果 名 ,,,(x)= 二 0， 
无 乍 义 ”如果 末 .(z) 一 1。 
根据 更 ..…(z)y 的 定 文 ( 见 8 5.1 例 1), 驯 -.(z) 是 甫 归 全 函数 , 于 是 g 
是 刘 归 晃 数 ,由 s-m-n 定理 ,存在 递归 全 函数 stx) 使 得 
gr = tt) 
由 有 的 定义 容易 看 出 ,对 每 个 固定 的 x， g(r,t) 作 为 :的 一 元 
六 数 是 了 的 子 画 数 。 即 对 每 个 固定 的 x, 古 i, 丑 f ,于 是 
zE 于 :之 (rr) 地 存在 加 :使 当 上 t 空 的 时 更 (zz) 一 1 
地 ry 有 究 一 再 sr A; 
XW 对 任何 i 加 I 二 0 之 一 
> ,Ea = sr Ed, 


gt 二 
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也 就 是 说 天 所 。4 .而 我 们 已 经 知道 玉 不 是 r.e 集 ,矛盾 ,这 个 矛盾 
就 表明 我 们 的 假设 是 不 成 立 的 ,因此 如 果 4= (他 | 下 Er )} 是 re 
集 ，fE .wm , 则 存在 有 穷 的 Of, 使 OE wr 。 

友之 , 设 A={x|B.E wm } 是 re 和 集 , 存 在 有 穷 的 8CF 使 
Ew ,但 了 和 -er 。 


定 交 町 数 
han Fr) 如 果 tEdom 8 或 加 $,(z)， 
无 定义 否则 。 
容易 验证 (r,t) 是 (二 元 递归 函数 ,由 s-m-n 定理 ,存在 递归 全 瑞 
数 sr) 使 
A(xX) = (ft). 
注意 到 六 的 定义 哥 证 9 名 ,于 是 有 
EW Bm rE A: 
tr 让 WE > srIE A, 
也 就 是 说 天 所 4。 仍 与 4 是 re 和 柴 矛盾。 因此 如 果 4= {x|®$,E 
-oz } 是 ”~e 集 且 存 在 有 穷 的 6 使 BE , 则 FEer 。 
利用 定理 8. 2.1 可 以 证 明 一 些 集 合 不 是 递归 可 校 举 集 。 例 如 对 
指标 集 
Tot= {xr|W,=N}, 
由 于 它 由 全 函数 的 指标 组 成 ,因此 不 可 能 含有 有 穿 国 数 的 指标 ,于 
是 由 定理 8. 2. 1 可知 Tot 不 是 x.e 集 ， 
再 如 指标 集 
Tot= {x|W,N}, 
它 由 全 体 定 义 域 不 全 的 递归 哨 数 的 指标 组 成 ,其 中 自然 包括 全 体 
有 穷 卫 数 的 指标 ,对 任何 一 个 递归 全 函数 了 ,如 果 8CfF 且 8 有 穷 ， 
则 的 指标 都 在 Tot 中 ,但 /的 指标 却 不 在 4 中 ,因此 由 定理 8.2. 
] ， Tot 不 是 r.e 集 。 
在 这 一 节 的 最 后 ,我 们 来 总 结 一 下 寻找 归 约 函 孝 的 方法 。 愉 上 
面 两 节 的 证 明 中 我 们 看 到 寻找 使 4 委 - 召 的 归 约 函数 的 过 程 可 以 
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分 成 三 个 步骤， 

1. 先 定义 一 个 与 4 有 关 的 递归 函数 g(x,y); 

2. 利用 s-m-n 定理 得 到 一 个 递归 全 函数 xz) ,使 

ETH) = ; 

3, 证 明 xEA 当 日 仅 当 1:(x) EB， 

三 个 步 又 中 的 关键 是 第 一 步 ,上 后面 的 两 步 都 是 由 第 一 步 保 证 
的 :要 使 用 s-m-n 定理 ,就 要 求 所 定义 的 精 数 必须 是 递归 的 ;而 要 
得 到 第 三 条 ,也 必须 要 求 所 定义 的 函数 能 保证 在 xEA4 时 g(x.y) 
作为 y 的 一 元 函数 要 满足 B 中 的 条 件 ;在 x 外 4 时 glx,y) 作 为 y 
的 一 元 医 数 要 不 满足 B 中 的 条 件 。 

如 时 各 是 递归 可 校 举 集 , 事情 就 比较 好 办 ,可 以 用 4 作为 条 
件 来 定义 二 元 函数 g, 如 像 定 理 8. 1. 3 那样 ,如 果 4 本 身 并 不 是 弟 
归 可 校 举 集 , 就 不 能 用 4 作为 条 件 来 定义 畏 数 & ,因为 那样 定妆 出 
来 的 函数 不 是 递归 函数 ,不 能 应 用 s-m-n 定理 .这 时 就 需要 找到 一 
个 始 与 4 有 关 叉 是 递归 可 要 举 的 杀人 炸 , 这 是 证 明 的 关键 也 是 证 明 
的 难点 ,下面 我 们 列举 三 个 例子 ,希望 读者 通过 这 三 个 例子 的 对 
比 能 切实 地 掌握 这 种 归 约 方法 。 

例 1 Ks, Tot, 

证 定 闵 二 元 晴 数 g(r,y) 为 ; 
1 当 xz 包 下 

无 定义 当 XxX 谨 开 
由 于 天 是 递归 可 校 举 集 , 根 据 定 理 人 6 2. 1，gCzyy) 是 二 元 递归 国 
数 .由 s-m-n 定理 ,存在 递归 全 函数 x(z) 使 
BXTIY) = Dien (yy), 


g(x,Yy}= 


于 是 
rEK 一 下 ,是 带 国 数 地 x) Tats 
工读 民 且 处 处 无 定义 地 2) 谨 1Tot。 
所 Tot. 
例 2 KTot. 
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证 这 次 我 们 不 能 将 gg 定义 为 
-| 当 开 和 忌 开 
5 无 定义 当 x 入 并. 
因为 天 不 是 1.e 集 , 这 样 定义 出 来 的 函数 gg 不 蚌 弟 归 函 数 , 因 此 
也 就 不 能 对 它 使 用 s-m-n 定理 .考虑 到 下 的 余 集 下 是 r.e 集 ,我 


们 可 以 将 条 件 修 改 为 ; 
当 者 ,,,() 二 0 


1 
gt 一 | 元 定义 当 Be) =1, 
由 s-m-n 定理 ,存在 北 归 全 消 数 :(zx) 使 
glT Y= 
如 果 z 亿 Wy: 即 者 ,(z 4, 则 存在 yo 使 得 ; 当 y 守 yo 时 ,B(x) 二 1 
当 ?< 时 ， 东 -zz) 一 0 也 就 是 说 ,当地 和 人 时 , 名 cy) (作为 yy 
的 读数 ) 促 在 + 之 xv 时 有 定义 ,是 个 有 穷 疯 数 , 当 然 不 是 全 耳 数 。 
如 时 工 筷 WV;， 即 古 (x} 人 ,于 是 对 任何 y, 名 ..,;(x) 二 0, 也 就 是 
说 , 当 XW 时 ,名 ry (9 (作为 y 的 晒 数 ) 是 常 消 数 ,当然 是 全 瑞 
数 。 
干 是 得 到 
rEK © (rE Tot, 
人 3 InfS Tot. 
证 由 于 inf 和 它 的 余 集 Fin 都 不 是 x.e 集 , 所 以 我 们 不 能 直 
接 用 它们 定 疼 函数 g(x,y); 而 是 要 另 选 一 :个 re 的 谓词 来 定义 
8《tX yy) ,并 要 求 当 zxE Tnf( 即 Wi 无穷) 时 gCz,y) 作 为 y 的 一 元 隆 
数 是 全 的 ;而 当 z 和 Inf( 即 WW 有 穷 ) 时 g(x,y) 作 为 y 的 一 元 函数 


是 不 全 的 。 为 此 , 定 立 
如 果 3zCz>yAzEW,)， 


gz) 一天 证 否则 。 
根据 推论 ?. 2. 7 了 , 谓 户 了 z(z>>yAzE 人 是 re 的 .因而 由 定 青 ?7， 
2.1,g 是 递 妇 函数 .于 是 由 s-m-n 定理 ,存在 递归 全 函数 rz) 使 
区 (CT = 
多 ,无 穿 汪 V 妇 zz2yAzEU-) 一 四 (是 零 函 数 
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{rE Tot; 
W; 有 穷 = 存在 yo 使 当 z 六 > 时 z&W 
全 存在 yo 使 当 y 计 jo 时针 cy) 宝 更 有 穷 
=> £1CT) 让 Tot, 
所 以 In{f@ ,Tot., ; 


$ 8.3 ”产生 集 、 创 造 集 和 单纯 集 


如 今 我 们 已 经 接触 到 三 种 集合 :递归 和 集 ( 如 儿 ,;N 和 所 有 的 有 
穿 集 ) . 非 递归 的 递归 可 校 举 集 (可 天 ,下 ,KR 和 非 递 归 可 枚 举 的 
集合 (如 天 , Fin，Tot)。 由 定理 7, 2. 12 我 们 还 知道 非 递 归 的 递归 
可 枚 举 集中 都 包含 有 无 穿 的 递归 子 集 .那么 非 递 归 可 校 举 的 集合 
中 是 不 是 都 包含 有 无 穷 的 递归 可 校 举 子 集 呢 ? 我 们 现在 就 来 讨论 
这 个 问题 。 

定妆 8.3.1 设 4 是 自然 数 集 ,如 果 存 在 递归 全 函数 f, 使 得 

只 要 机, 三 4,， 叉 有 (xX)E A 一 WW,， 

就 称 4 为 产生 集 , 了 称 为 4 的 产生 欧 数 。 

由 定义 容易 看 出 产生 集 都 不 是 x.z 集 , 因 为 如 果 4 是 r.e 集 ， 
则 对 茶 个 xz, A 二 WW; 从 而 由 Wi: 守 得 站 YE AW A 一 W, 关 
让 ,与 4 一 多 。 耶 盾 。 

产生 函数 六 的 作用 就 是 产生 出 4 不 是 ~.e 售 的 全 部 证 据 。 

例 ] 天 是 产生 和 集 。 

证 由 天 的 定义 知 

七 WW 和 人 于。 

因此 ,如 果 玉 ,三 则 区 夺 邢 .xX 俯 久 ,从 而 rEKR, 即 xEK 一 
W,。 这 表明 恒 同 申 数 f(r) 一 xz 是 外 的 产生 函数 。 

定理 8. 3. 1 如 果 4 所 m8 且 A 是 产生 集 , 则 BB 也 是 产生 和 集 ， 

证 设 g 蚌 4 的 产生 中 数 ,上 是 从 A 到 B 的 wm- 归 约 消 数 , 考 
患 函 数 虽 .th(y)) ,这 是 一 个 二 元 的 递归 函数 。 于 是 由 s-m-n 定理 ， 
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存在 递归 全 函数 :(x) 使 
Bh Oy)) = 人 Dy). 全 
我 们 来 证 明 h(gCCr))) 是 B 的 产生 函数 ， 
由 岂可 知 
A(y) EW, 当 和 且 仪 当 yE Wn， 
于 是 
hEWo =W; 并 HB Ws=h EW, 
如 果 WW 和 庄 B, 则 
hw EA [8B], 
由 于 是 从 4A 到 BB 的 m- 归 约 函 数 ,所 以 1[B]=.4。 从 而 
Wn=h LW EA LB]=A., © 
由 于 g 是 A 的 产生 函数 ,所 以 由 名 可 知 
ZIT E A— Ws, 
既然 4 扫 . 瑟 ,于 是 就 有 
Atgtt(r 0 EB, (3) 
另 一 方面 ,我 们 已 经 知道 gCCx)) 芷 Wis 以 及 [Wis |] 二 Wi,， 
所 以 
下 (区 机。 (4) 
综合 号 和 由 就 得 到 
ALgU( TI EB— WW 
就 是 说 吾 是 产生 集 。 
推论 8. 3. 2 ”如 果 天 委 。4, 则 4 是 产生 集 。 
证 由 鲍 1 和 定理 8. 3.141 立 得 ， 
利用 讽 1 和 定理 8. 3. 1 我 们 可 以 得 到 许多 产生 集 , 比 如 我 们 已 
经 证 明寺 所 Tot, 因 此 由 例 1 和 定理 8. 3.1 知 Tot 是 产生 集 , 推 论 8. 
3. 2 的 道 也 成 立 , 即 ， 
定理 8. 3. 3 ”如 果 和 4 是 产生 集 , 则 居所 。A， 


D AlCl= rlAtr EO} 
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证 设 4 是 产生 集 , p 是 其 产生 疗 数 。 
令 
-| 当 yEK H z= pr), 
2 无 定义 。 否则 。 
由 s-m-n 定理 知 存 在 递归 全 国 数 jz 使 


年 ro (Es) =g x, yz), 


从 而 w yek 
{plx)} 3 和 
WM dry — 
’ 1 当 yEK, 出 

对 f(x,y) 使 用 带 参 数 的 递归 定理 ,得 到 递归 全 函数 nn(y) 使 

Wey — We (mt ys @ 
结合 岂 和 侈 可 得 

， 、 K， 
Wn = W eon,» = 人 3 y€ 


|] 当 yEK, 
注意 到 p 是 产生 函数 ,因此 如 果 Wiw 守 A 有 4 则 pnCGyDE A 一 Wiy。 
所 以 ,如果 pin(y)) EE We , 则 Wn SE4 ,于 是 得 到 

yEK Ww={pn(y))} = Wwe A pln(y)) eA, 

yEK=> Ww = > Ww EA= pinty)) EE A, 
panty)) 当 然 是 递归 全 谓 数 ,所 以 

KA 

推论 8. 3.2 和 定理 8. 3. 3 为 我 们 提供 了 一 个 普遍 可 行 的 方法 来 
证 明 一 个 集合 是 产生 集 ; 要 证 明 一 个 集合 4 是 产生 集 , 只 要 证 明 
天 二 "4 就 可 以 了 .比如 我 们 已 经 证 明天 < 扫 。Tot, 因 此 Tot 是 产生 集 ， 

由 定义 我 们 已 经 知道 产生 集 都 不 是 递归 可 校 举 集 , 下 面 的 定 
理 狗 述 了 产生 集 与 递归 可 校 举 集 的 另 一 个 方面 的 关系 ， 

定理 8. 3. 4 每 个 产生 集 都 有 无 穷 的 r.e 子 集 ， 


证 设 44 是 产生 集 , 了 是 其 产生 臣 数 。 定 义 函 数 
1 如 宁 zE 了 -或 3 一 zz)， 


无 定义 否则 。 
由 于 xEEW, 和 y= 了 f(r) 都 是 7x,e 谓词 ;所 以 如 上 定义 的 函数 gg 是 
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gx: Y= 


递归 函数 .由 s-m-a 和 证 理 和 类 存在 递归 全 函数 :tx) 使 
ECTIY) OD, (y), 
从 而 由 BCXyy) 的 定 几 可知 
Wa=WU (|rENI. CD 
设 oo 是 使 W, 一 必 的 最 小 自然 数 ,对 任意 的 定义 
ertl—= fen), 
于 是 序列 
(作为 nn 的 函数 ) 是 表 上 归 全 函数 ,有 是 由 由 可 知 : 

We We lie) IE | (2 
因为 /是 4 的 产生 四 数 及 WW 二 儿 叶 4A, 由 名 用 归纳 法 容易 验证 : 
对 每 个 

1. W, CEA, 

2. fle EW,,— 

3. fle)EA, 

4，ften) 作 为 的 函数 是 ]-1 的 。 
因而 集合 

人 ee》 fe), **} 

是 4 的 一 个 无 穷 的 re 子 集 。 
产生 和 集 本 身 都 不 是 +r,e 集 , 但 它 的 余 集 却 可 能 是 re 集 , 而 且 
是 一 类 有 特殊 意义 的 x.e 集 。 
定义 8. 3.2 如果 和 4 是 递 妇 可 榴 举 集 并 且 4 是 产生 集 , 则 称 
4 为 创造 集 。 
由 定义 容易 着 出 创造 集 都 不 是 递归 集 7， 
例 2 上 K 是 创造 集 . 因 为 天 是 re 集 , 而 且 根 据 例 i, 六 是 产生 


W7。 ， 


中。 可 尽 证 明 , 我 们 常用 的 许多 形式 化 的 数学 理论 (如 皮 亚 诺 算 术 系 统 BA、 策 梅 罗 
集合 论 系 统 ZF 等 等 ) 的 定理 第 都 是 创造 集 , 因 而 都 有 是非 递 归 的 ,这 表明 数学 研究 并 不 
能 归结 为 一 沾 算法 ,而 是 具有 创造 性 的 .创造 氮 也 就 因此 而 得 名 ， 
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定理 8. 3.5 4 是 创造 集 当 且 仅 当 A 是 m- 完 全 集 ， 
证 设 4 是 创造 集 , 由 定义 知 万 是 产生 集 ,根据 定理 8. 3. 3， 


KAd, 
也 就 是 
Kn, 
因为 4 是 re 集 , 所 以 由 推论 8.1,4 知 4 是 mm- 完 全 的 。 
反之 ,如果 4 是 m- 完 全 集 , 则 由 推论 8.1.4 有 
Knd, 
也 就 是 
KnA, 
根据 推论 8. 3. 2， 4 是 产生 和 集 .由 于 4 是 re 集 , 所 以 由 是 创造 集 ， 
迄 令 为 止 我 们 睹 见 到 的 递归 可 校 举 集 只 有 两 类 ;递归 集 和 m- 
完全 集 . 那 么 ,有 没有 上 申 非 递 归 集 也 不 是 mm- 完全 的 re 集 呢 ?答案 
是 肯定 的 .但 靠 措 标 集 的 方法 却 不 能 定义 出 这 种 集合 来 ， 
定理 8. 3.6 设 4 是 指标 集 , 如 果 4 是 re 集 但 不 是 递归 集 ， 
则 站 是 症 - 完 全 的 。 
证 设 
妈 一 人 | 囊 -E.ar }, 
由 于 4 不 是 递归 集 , 所 以 4 和 4 都 不 是 空 集 ， 
如 果 宇 函数 fo 芒 .w” ， 则 根据 定理 8. 2. 1 的 证 明 ,有 
大寺， 
因此 4 是 m- 完 全 的 ， 
如 果 FoE er , 则 有 
KnA, 
也 就 是 
Kd 
根据 推论 8. 3. 2, 4 是 产生 集 , 从 而 不 是 r,e 集 。 
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因此 如 果 4 是 ~e 集 得 不 是 递归 集 , 则 4 是 mm- 完全 的 ， 
定义 8. 3.3 如 果 4 是 -~e 集 , 4 是 无 穷 的 但 4 中 不 包含 无 
穷 的 +,e 了 地 集 , 则 称 4 为 单 绅 集 . 
由 定义 容易 看 出 如 果 4 是 单纯 集 , 则 4 不 是 递归 和 集 也 不 是 
m- 完 全 集 . 因 为 4 是 无 穷 的 但 4 中 不 包含 无 穷 的 >,e 子 集 , 就 表 
明 4 本 身 不 是 +.e, 所 以 A 就 不 会 是 递归 集 ; 由 定理 8. 3. 3,， 4 中 
不 包 售 无穷 的 re 子 集 就 意味 着 4 不 是 产生 集 ,于 是 4 也 就 不 是 
创造 集 ,从 而 由 定理 8. 3, 5 可 知 4 不 是 m- 完 全 集 。 
定理 8. 3.7 存在 单纯 烛 。 
证 定义 一 元 函数 fx) 如 下 :对 任何 x, 依次 计算 
P00), Dl), BCs), 
如 果 找 到 一 个 使 融 .(z) 4 六 2x, 列 令 
Fr 一 而 (Cr 
否则 x) 无 定 浆 。 
根据 丘 奇 论题 , 上 是 递归 范 数 。 我 们 来 证 明 4 一 ran 了 是 一 个 
单纯 集 。 
首先 , 4 是 元 穷 的 ,因为 由 了 的 定义 容易 看 出 Fr) 盖 2r, 于 
是 对 任何 ”序列 
D; 1 + 27 
中 至 多 有 nn 个 在 44=ran 三 中 ,也 就 是 说 至 少 有 2 个 在 4 中, 由” 
的 任意 性 知 4 是 无 穷 的 。 
其 次 , A 中 不 包含 无 穷 的 ~ e 子 集 ,如 果 BB 是 无 穷 的 -~ e 集 ， 
则 对 某 个 e, 旦 一 五 。 由 于 瑟 无 穷 , 故 存在 = 使 
四 (4z) 2e， 
则 由 上 的 定义 知 对 某 个 这 样 的 = 
Te) = EANMNE.., 
也 就 是 说 EE 区 4。 
第 三 , 4 是 x.e 和 集 ,因为 它 是 递归 活 数 的 值 域 。 
我 们 已 经 看 到 单纯 集 的 余 集 不 是 ~.e 集 , 也 不 包含 无 穷 的 +. 
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子 集 ,因此 ,如 果 4 是 单纯 集 , WW 和 导 4, 则 WW; 是 有 穷 的 。 
定义 8. 3.4 设 4 是 单纯 集 , 如 果 AA 满足 ;存在 递归 全 消 数 
gz) 使 得 
如 果 人 全: 守 A, 则 |W, | 过 gtx)， 
则 称 4 为 能 行 单纯 集 . 
能 行 单纯 集 的 特点 就 是 可 以 由 一 个 递归 全 函数 给 出 该 集合 中 
《有 穷 的 )r,e 子 集 的 基数 的 上 界 。 定 理 8. 3. 6 的 证 明 中 所 定义 的 那 
个 单纯 集 就 是 一 个 能 行 单纯 集 . 因 为 在 证 明 过 程 中 我 们 已 经 看 到 
如 果 丘 4, 则 | 瑟 |<2ce 十 1。 
根据 第 七 章 习 题 5, 存 在 递归 人 全国 数 A(z) 使 下 :一 六， 于 是 
如 果 W, 忆 A; 则 |W|= |Ew|< 寺 24(7) 二 1， 
所 以 4 是 能 行 单纯 集 。 


习 是 


1. 证 明 以 下 集合 是 产生 集 ， 

cl) {zx|W, 有 穷 }， 

(2) 1{ 区 | 五 天 六 )， 

《3) 《| 入 -是 1 一 1 的 )。 

2. 证 明 以 下 集合 是 创 霹 集 ， 

(1) {xz|zrEE,!, 

(2) {T(z}EA}( 其 中 4 是 一 个 任意 的 非 空 r.e 集 )， 

(3) {zt tr) 一 f(z)} 儿 其 中 是 一 个 固定 的 递归 全 晒 数 )。 

3. 证 明 ; 即 果 有 4 是 r.e 集 ,， 40NmB 是 产生 集 , 则 B 是 产生 集 。 

4, 证 明 ; 如 果 C 是 创造 集 , 4 是 xr,e 集 , 4mnC= 作 , 则 CUA4 
是 创造 集 。 
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第 九 章 
图 灵 度 


m- 度 在 一 定 程度 上 刻 划 函数 (和 集合. 谓词) 计算 (判定 ) 问 题 
的 难度 ,具有 相同 的 m- 度 的 两 数 (集合 .谓词 ) 的 计算 (判定 ) 问 题 
的 难度 可 以 认为 是 相同 的 :如 果 FE。 ,那么 只 要 我 们 会 计算 了 也 
就 会 计算 g; 只 要 会 计算 g 也 就 会 计算 f。 

但 是 , m- 度 并 没有 完全 刻画 出 计算 (判定 ) 难 度 之 间 的 这 种 关 
系 ,例如 我 们 容易 想象 ,对 任何 的 集合 4, 4 的 判定 问题 与 4 的 判 
定 问 题 应 当 是 有 相同 的 难度 的 :只 训 会 判定 4A, 自然 也 就 会 判定 
43; 只 要 会 判定 4 自然 也 就 会 判定 4, 然 而 并 不 是 对 任何 集合 4 都 
有 4 三 .4 的 ,例如 我 们 已 经 知道 扩 法 , 玉 , 实 际 上 是 既 没 有 民 扫 天 
也 没有 天 扫 。 天 。 也 就 是 说 天 和 天 在 所。 下 是 不 可 比较 的 。 为 了 更 
精确 地 刻画 函数 (集合 .谓词 ) 之 间 计 算 ( 判 定 ) 问 题 的 难 易 差别 ,我 
站 在 这 一 章 中 讨论 相对 可 计算 性 和 相对 递归 性 概念 


39.1 相对 可 计算 性 


常用 的 刻画 相对 可 计算 性 的 方法 是 带 神 渝 的 图 灵机 和 相对 递 
归 滁 数 。 
之 神 诊 的 图 有 巡 机 是 在 普通 的 图 灵机 之 上 增加 一 杀 可 以 癌 两 
绒 无 限 伸 长 的 种 子 , 称 为 神偷 市 .其 结构 如 图 9. 1 所 示 , 神 论 带 上 也 
被 分 成 大 小 相等 的 方 格 , 神 诊 带 与 工作 带 的 方 格 对 齐 , 读 写 头 在 两 
杀 带 子 中 间 。 读 写 头 可 以 读 出 工作 带 上 的 字母 ,可 以 在 工作 带 上 写 
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下 字母 : 读 写 头 可 以 读 出 神 论 带 上 的 字母 ,但 不 能 在 神 论 带 上 写字 
和 母 ;: 读 写 头 可 以 沿 着 两 对 带子 左右 移动 { 每 次 移动 一 格 ). 神 论 代 上 
有 一 个 方 烙 标 有 “原点 "的 标志 . 神 论 带 上 装 有 一 个 集合 4 的 特征 
函数 ,具体 艇 法 是 :从 原点 开始 依 深 向 右 在 各 方 格 中 写 有 有 
CcO), CAA), Cat2) 

原点 左边 的 方 客 都 是 空格 ,用 上 5 表示 ,就 是 说 神 痊 带 上 可 以 有 三 种 
字母 :5,0 和 1 。 如 果 集 合 4 不 是 递归 集 ( 我 们 感 兴趣 的 正 是 这 种 情 
形 ), 向 神话 带 上 写 4 的 特征 函数 这 件 事 就 不 是 机 器 和 人 所 能 完 
成 的 .得 去 请 教 “ 神 ”, 出 “ 神 " 来 回答 Cakz) 究竟 是 0 还 是 1, 所 以 这 
条 带子 叫 神 渝 带 , 带 上 所 装 的 集合 4 称 为 神 论 。 

今后 ,我 们 将 集 人 台 A 和 它 的 特征 函数 C 等 同 看 待 ,就 用 Atzx) 
表示 Ctx)}，ACx) 一 0 就 意 昧 着 让 A4， ACx)==1 就 音 昧 着 XE A。 

原点 / 


+ 
“iolploialels loll[lololilljolok::. 神 论 带 


内 部 状态 十 9 Z| 一 指令 组 


读 写 头 
TTTITTTTTTTTTTF: 工作 各 


图 9. 1 带 神 谢 的 图 灵机 


工作 带 上 芍 字 苇 表 的 情形 仍 与 普 焉 图 灵机 一 样 . 读 配 头 仍 可 
以 处 于 不 同 的 内 部 状态 , 访 写 头 仍 是 在 指令 的 指挥 下 进行 运算 ,不 
过 这 种 带 神 诊 的 图 灵机 的 指令 不 再 是 四 元 组 ,而 是 五 元 组 。 指 令 有 
人 
To Sek gr 
J oj or de 
其 中 的 $, 表示 读 写 头 在 工作 带 上 读 到 的 字母 ,5S; 表示 读 写 
头 在 神偷 带 上 读 到 的 字母 ， di 四) A rm 他 的 意思 是 恋 写 头 在 工作 人 带 
上 读 到 s, .在 神 论 带 上 上 读 到 人 后 ,将 工作 带 上 的 $S; 改 为 5%; 读 写 
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头 位 置 不 动 ,状态 变 为 dio 
qi Sj Si; 呈 qi 的 意思 是 读 写 头 在 工作 带 上 该 到 9 、 在 神 论 带 上 
读 到 S$ 后 ,工作 带 上 的 内 容 不 变 , 读 写 涉 右 移 一 格 , 状 态 变 为 gq， 
g: Sj Si Rg 的 意思 是 读 写 头 在 工作 带 上 读 到 3 、 在 神 诡 带 上 
读 到 3 后 ,工作 带 上 的 内 容 趟 变 ,该 写 头 左 移 一 格 , 状 态 变 为 98， 
在 本 章 和 下 一 章 中 我 们 所 谈 的 图 灵机 部 是 带 神 论 的 图 灵机 ， 
因此 下 面 我 们 将 省 用 “ 带 神 渝 的 ”这 个 定语 ,简称 图 灵机 。 和 第 二 章 
的 情形 相似 ,这 部 图 灵机 和 那 部 图 灵机 的 区 别 就 在 于 它们 的 指令 
组 的 不 同 ,因此 我 们 仍 是 把 图 灵机 与 其 指令 组 等 同 看 待 。 
输入 的 方法 基本 上 与 普通 图 灵机 的 情形 相同 ,只 是 要 求 输入 
时 最 左边 的 1 对 准 神 论 带 的 原点 ,输入 时 该 写 头 的 状态 为 q, ,位 置 
对 准 原点 .运算 、 停 机、 计算 .输出 等 概念 都 可 以 根据 普通 图 灵机 的 
情形 照搬 过 来 ,这 里 就 不 重复 了 .需要 注意 的 是 : 带 神 论 的 图 灵机 
的 运算 .计算 不 仅 与 图 灵机 的 指令 组 和 输入 有 关 , 而 且 与 神 论 带 上 
的 集合 4 有 关 . 这 一 点 对 于 理解 下 一 章 的 内 容 至 关 重 要 ,我 们 来 
看 两 个 例子 。 
例 ] 设 图 灵机 Zi 一 {go01KRRgo, go 1 1 Rgqo}。2Z1 的 作用 是 ; 
只 要 在 神 论 带 上 该 到 1( 不 管 在 工作 带 是 读 到 什么 信息 )， 读 写 头 
就 右 移 一 格 ,状态 不 变 ,直到 在 神 论 带 上 和 找到 一 个 0 为 止 . 因 此 如 果 
神 渝 4 关 N, 则 无 论 输 入 什么 , Zi 总 能 停机 ,而 且 工 作 带 上 内 容 不 
变 ;但 如 果 神 论 4= 六 , 则 无 论 输入 什么 ，Z: 都 不 能 停机 . 
例 2 令 2 由 如 下 指令 组 成 : 
go O00R 0g:, 
gl 0Rg;, 
go0l R HL 
gllRo, 
qo0lrg, 
qllRo: 
好 电站 本 全 
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ql10Rq, 
gO0lRg; 
gl11R og 
Z: 的 运行 情况 是 ;如果 神 论 带 上 没有 0 或 者 神 论 带 上 的 第 一 个 0 是 
在 偶数 位 置 , 读 写 头 一 味 右 移 , 不 停机 ;如 果 神 论 带 上 的 第 一 个 0 是 
在 奇数 位置 , 读 写 头 移 到 这 个 位 置 上 停机 。 
当 神 论 4 确定 之 后 ,( 带 神 论 的 ) 图 灵机 2Z 的 输入 与 输出 之 间 
的 关系 就 是 一 个 部 分 欧 数 , 称 为 图 灵机 Z 在 神 论 4 下 所 计算 的 
元 函数 , 记 作 
EE rr) 
定 尺 9.1.1 设 ACN 是 自然 数 集 ， f(z,…',xz) 是 元 防 
数 , 恕 果 仓 在 图 灵机 工 使 了 一 月, 则 称 了 为 相对 于 4- 可 计算 的 函 
数 ,简称 4- 可 计算 函数 。 : 
定义 9,1.2 从 初 姑 函数 5 零 函 数 、 后 继 函 数 .投影 函数 ?和 集 
合 AC 的 特征 钼 数 ) 出 发 ,经 有 穷 次 使 用 复合 .原始 递归 和 取 极 小 运 
算 所 得 到 的 函数 称 为 相对 于 4- 递 归 的 (部 分 ) 函 数 ,简称 4- 递 归 函 
数 , 如 果 一 个 4- 递归 范 数 的 定 久 域 是 全 的 ,就 称 为 4- 递归 全 范 数 ， 
-除了 集合 的 特征 范 数 之 外 ,我 们 也 可 以 对 任意 的 部 分 范 数 了 
定义 站 - 弟 归 函数 ;将 让 加 入 初始 函数 就 可 以 了 .利用 与 第 二 ,第 四 
章 类 似 的 方法 ,可 以 证 有 明 ， 
定理 9. 1.1 育 数 下 是 和 4 递归 的 , 当 理 仅 当 了 是 4- 可 计算 
的 。 
就 是 说 ,定义 9. 1.1 和 定义 9. 1. 2 所 定义 的 函数 类 是 相同 的 。 今 
后 在 讨论 4- 递 好 函数 的 性 质 时 ,我 们 有 时 使 用 定义 9 1.1 比 较 方 
便 , 有 时 使 用 定义 9. 1. 2 比较 方便 ， 
例如 ,由 定义 9. 1. 2 容易 看 出 对 任何 集合 4, 4 是 4- 递 归 的 ， 
因为 
A(tr)=1—A(r), 
但 如 果 要 用 定义 9. 1. 1 去 证 明 A 是 4- 可 计算 的 ,就 得 构造 在 神 论 
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A 下 可 以 计算 4 的 图 灵机 ,过 程 就 要 烦 玉 一 些 5 见 习题 17 .因此 从 
现在 起 我 们 不 再 区 分 4- 可 计算 蚂 数 各 4- 递 归 阔 数 这 两 个 概念 而 
是 第 统 地 称 为 4- 递 归 函 数 。 

我 们 仍 可 以 像 第 四 章 那 样 给 ( 带 神 论 的 ) 图 灵机 编号 ,使 得 每 
部 图 灵机 Z 有 一 个 导 玛 #(2] ,而 每 个 自然 数 都 表示 唯一 的 一 部 
图 灵机 .如 果 并 (ZJ 一 e 我们 就 将 梧 (zz) 记 作 

Ea rr) 
因此 全 体 1 元 的 本 递归 请 数 (4- 可 计算 蚂 数 ) 都 包括 在 序列 
BD Bem, 本 起 4 人 ， a 人 
之 中 ,而 且 每 个 = 元 4- 递 归 本 数 在 序列 中 中 出 现 无 穿 才 次 。 序 列 
吧 也 记 作 
{0y4m ,fed ， 由 
当 元 数 上 = 1 时 ,或 根据 上 下 文 = 的 数值 ,省 覆 之 后 不 致 导致 歧义 
时 ,序列 心 , 人 中 的 上 标 {m 可 以 省 牙 , 比 如 说 , 当 2 一 1 时 ,序列 作 


加 可 以 分 别 写成 

i BA BA (1Y 
和 

《0 人 和 


每 个 一 元 4 递归 冰 数 都 在 序列 中 , 国 ' 中 出 现 无 穷 才 次 。 当 神 诊 4 
是 空 集 多 时 也 可 以 酷 去 不 写 , 就 是 说 可 以 将 

te 简写 为 1ef(z)。 

利用 定 尽 9. 1. 2 和 第 三 章 的 内 容 , 容 易 证 明 

定理 9.1.2 设 上 是 部 分 画 效 , 4 是 自然 数 的 集合 , 若 4 是 递 
归 集 , 则 
上 是 4- 递 归 殉 数 当 有 是 仅 当 上 是 递归 函数 ; 
特别 地 

了 是 他 递归 函数 当 且 仅 当 了 是 递归 函数 。 

定理 9. 1.3 如 果 了 是 递归 函数 , 则 对 任何 集合 4, 了 是 4- 弟 

归 函 数 。 
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由 于 配对 函数 是 递 妇 全 函数 ,所 以 对 任何 集合 4, 配 对 匡 数 都 
是 4- 递 归 的 ,因此 我 们 可 以 只 讨论 一 元 的 4 递归 函 数 。 多 元 的 情 
形 都 可 以 通过 配对 函数 化 归 为 一 元 的 情形 .作为 特例 ,序列 
《站 1 人 
中 包括 了 全 体 一 元 的 递归 消 数 ,而 且 每 个 弟 疝 蚂 数 在 其 中 出 现 无 
穷 包 次 。 
此 外 ,第 二 一 一 第 五 章 中 全 部 有 关 递 归 函 数 的 内 容 , 剖 可 以 用 
同样 的 方法 移植 到 相对 递归 函数 上 来 ,例如 我 们 可 以 证 明 
定理 9. 1. 4( 相 对 的 s-m-n 定理 〉 对 任意 的 关 十 元 A- 递归 
了 消 数 FCT tn Ys ym) + 存在 mi 元 递归 全 函数 Elyrs } Ym) ’ 
使 z 
TXT Yn) = By sy TL Tn) 
定理 9. 1. 5 相对 的 递归 定理 ) 对 任何 4- 递 归 全 画 数 f(x)， 
存在 自然 数 , 使 得 
= 以 大 Wi =WH,, 。 
定理 9. 1. 6( 相 对 的 带 泰 数 的 递归 定理 ) 对 任何 4 递归 全 函 
数 Cr, vy)， 存在 递归 全 函数 ny) ,使 得 
y= Wh = Wy 
注意 :定理 中 的 才 y) 是 递 好 二 数 ,与 神 认 4 无 关 。 
今后 ,在 证 明 中 我 们 也 使 用 相对 的 正 奇 论题 ,就 是 说 ; 训 证 明 
一 个 函数 f 是 4- 递 归 的 ,只 要 给 出 一 个 算法 使 得 我 们 能 够 在 知道 
对 任意 的 自然 数 工 是 否 有 <E4 的 前 提 下 计算 上 了 的 值 ,就 可 以 了 ， 
当 我 们 使 用 第 e 号 图 灵机 在 神 论 4 下 输入 自然 数 * 进行 运算 
时 ;如果 [e} (zyy， 则 运算 将 在 有 穷 步 内 结束 ,形成 一 个 计算 。 由 
于 计算 是 有 穷 的 , 玉 此 在 整个 计算 过 程 中 读 写 头 只 会 丐 到 神 论 带 
上 的 育 穷 多 个 格 中 的 数据 (0 或 1)。 如 果 在 计算 {e4fz)y 的 过 程 中 ， 
读 写 头 所 到 达 的 最 右边 的 位 置 是 从 原点 算 起 的 第 ”个 方 格 , 我 们 
就 说 这 次 计算 所 用 到 的 神 诊 数 是 nn, 这 就 是 说 ,对 于 任何 汪 n， 
Atm) 的 秆 对 这 个 计算 的 这 程 和 结果 都 没有 任何 影响 ,因为 读 写 头 
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移 不 到 写 有 ACm) 的 位 置 。 

以 下 ,我 们 用 小 写 的 希腊 字母 cyr 表示 有 穷 长 的 0,1 序 列 ,用 
v(x) 表示 序列 中 的 第 > 个 元 素 (0 或 1). 换 名 话说 ,ez 也 就 表 
示 在 自然 数 的 一 个 前 段 {0,1,2,*…,} 上 定义 的 0,1 值 上 有 穷 函 数 , 今 
后 ,我 们 用 号 (表示 序列 的 长 度 , 即 

h(to)— pxrL atr) 4 1 

由 于 我 们 可 以 在 有 穿 的 0,1 序 列 和 上 自然 数 之 间 建 立 能 行 的 一 
一 对 应 因此 可 以 把 有 穷 的 0,1 序 列 与 自然 数 等 同 看 待 ,我 们 可 以 
在 so,r 前 加 量词 ,如 Yo 二 4，3r 马 a 等 等 ,这 里 的 o,t 就 具有 双重 
身份 一 一 它们 既 代 表 一 个 自然 数 ,又 代表 一 个 有 穷 的 0,1 序 列 .一 
个 集合 (无 论 是 有 穷 集 还 是 无 窃 集 )4 的 特征 函数 可 以 看 成 是 一 个 
无 穷 的 0, 1 序列 ,其 中 第 了 个 元 素 就 是 4(z) (我 们 已 经 将 集合 与 它 
的 竺 征 郴 数 等 同 看 待 ) 的 值 .今后 ,我 们 用 4 上 zx 表示 将 无 穷 的 0,1 
序列 限制 在 小 于 x 的 自然 数 前 段 上 所 得 到 的 有 窃 0,1 序 列 , 即 

CA Vi) Cy) = Aty) 如 果 y<z， 


如 果 yz 
从 而 对 任何 一 个 有 穷 的 0,1 序 列 ,有 无 穷 移 个 集合 (无 穷 的 0,1 序 


列 )4 使 得 oCA; 对 任何 一 个 集合 4, 也 有 无 穷 多 个 (长 度 彼此 不 
同 的 6 使 oC 有 4。 
今后 ,我们 还 要 经 常 使 用 以 下 记号 和 概念 ， 
定 巡 9.1.3 
(1) 等 式 {e} (rz) 二 yy 意思 是 
DT 
并 且 
在 神 论 4 下 向 第 e 号 图 灵机 输入 工 后 ,在 5 步 之 内 
停 灿 ,输出 为 y; 
并 且 
在 计算 {fe} (x) 的 过 程 中 所 用 到 的 神 论 数 nn< 之 s。 
如 果 存 在 y 便 {felaz)? 一 yy 就 记 作 fear)y v4。 
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(2) 使 用 函数 ww(A;e, 工 ,s) 定 多 为 ， 
] 十 所 如 果 {e 上 (rr 


4 二 且 访 计算 所 用 到 
| 的 神 论 数 为 az， 
0 否则 ， 
使 用 蚁 类 w(tAye,x7) 定 鲜 汶 
xf(4ieszrss 如 果 李 在 s 使 {e}? (zx) 浊 
uA;e;T) = 
相 否则 。 


(3) 等 式 {e}r(x) 二 yy 的 意思 是 
对 荣 个 ADg, le}/(r) 二 yy 
并 和 且 
utAres rnto)., 
(4) 等 式 {e}”(x) 一 y 的 意思 是 
痛 在 5 使 {el’(z) 二 yy 
在 定义 9. 1. 3 中 ,计算 步 数 * 有 着 重要 的 上 界 作用 ,这 表现 在 
两 个 方面 : 
1. 如 果 !1e}iCr)==y; 刚 ex yy 之 s 并且 wiesx,s) <;; 
2， 如 果 {ejz zy 一 则 对 任何 3 
{elf (x)=y 并且 本 43ez) 一 te 。 
注意 :定义 9.1. 3 之 (3)(4) 中 所 定义 的 使 用 函数 与 4 有关, 由 
丘 奇 论题 容易 看 出 根据 上 述 定 义 , 我 们 可 以 得 到 以 于 一些 重要 性 
质 : 
定理 9. 1.7 
(1) 集合 
(eo r,s) |{e}s tx) = y} 
是 递归 集 ; 
(2) 集合 
te x) | er 一 了 
是 ”~.e 集 ， 
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定理 9. 1.8 
《1 如 果 !ej xz) 一 则 存在 *> 和 eeC4, 使 {eji (tx) 一 y; 
(2) 果 1e1() 一 Y 则 对 任何 荆 zs 和 任何 + 过 a， 
《2 
(3) 如 果 [e} ir) 一 y; 则 对 任何 ADo 有 1{e} (7x) 一 y。 
仿照 定 必 7, 2,1, 我 们 有 
定义 9.1.5 A- 递归 通 数 的 定义 域 称 为 4- 递 归 可 板 举 集 (4- 
,2 集 ).A4- 递 归 靖 数 到” 的 定义 域 记 作 
Wdom 十 和 4 人 
当 二 1 时 ,上 标 中 的 (可 以 省 略 。, 于 是 全 体 一 元 的 4- 递 归 可 枚 举 
集 都 包含 在 序列 
Wa, WE ee, WE 
中 ,而且 每 个 出 现 无 穷 密 次 . 
当 神 褒 4 为 至 集 好 时 ,上 标 旬 可 以 略 去 不 写 , 即 将 W2# 简写 
为 W. 事 实 上 , 序列 
We, WY 1 WE 
就 是 全 位 r.e 集 ( 每 个 x,e 集 在 其 中 出 现 无 穷 多 次 )， 
将 第 七 章 的 定理 7. 2. 1、 定 理 7. 2. 3 相对 化 ,我 们 有 
定理 9.1.9 集合 号 是 和 -递归 可 杖 举 的 当 且 仅 当 函数 - 


1 如 果 xEB 
foo=| 如 果 zx&B 
是 4- 递 归 函 数 。 
定理 9. 1, 10 和 集合 互 是 4- 递归 的 当 且 仅 当 BB 和 BB 都 是 4- 
递归 可 校 举 集 。 


定理 9. 1. 11 ”以 下 三 个 条 件 征 此 等 价 ， 
《] ) 如 是 4- 递 归 可 要 举 集 ; 
(2) 如 二 他 或 B 是 某 个 4- 递 归 全 函数 的 值 域 ; 
(3) 存在 4- 递归 谓词 员 Czr 加 和 yy) 使 
TEBO dy dy Rr ys )。 
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定理 9. 1. 11 是 定理 7. 2. 9 的 相对 化 形式 ,其 证 明 与 定理 7. 2.9 
相似 ,此 处 从 略 。 

今后 我 们 也 常 要 用 到 如 下 的 记号 : 

定 头 9,1.6 定义 Wa, 和 WE, 为 
Wi ={rlIdy( el tr}=Yy)}, 
Wis={xrijdy {el tr) = y)}, 

对 照 定义 9.1. 3, 容 易 得 到 以 下 性 质 ， 

定理 9. 1. 12 

(1) WHE We; 

(2) rEWA = zs 而 [WW | 所 ; 

(3) 对 任何 42oy WE WA; 

(4) XEW, > Ts 人 而 [Wi .| 所。 


39.2 图 灵 度 


利用 相对 可 计算 性 给 自然 数 分 类 ,所 得 到 的 就 是 图 灵 度 的 概 
定义 9.2.1 设 A,B 是 人 合 ,如 果 B 是 4- 递归 的 ,就 称 B 可 
以 图 灵 归 约 到 4, 记 作 


BrA; 
如 果 A 所 7B 且 B<sr4, 则 称 4 和 五 图 有 灵 等 价 , 记 作 
和 A 三 7B。 


由 定义 容易 验证 , 所 7 是 偏 序 关 系 , 即 满足 对 任意 的 自然 数 集 
A, B,C 

1. 4<r4L( 自 反 性 ); 

2， 如果 A 所 TB 且 BsSrC, 则 4 委 rC( 传 递 性 ) 。 

三 7 是 等 价 关 系 , 即 满足 对 任意 的 自然 数 集 4, B,C 

3. 有 4 三 rA( 目 反 性 ); 

4， 如 果 4 三 rB 日 8 寺 zC, 则 A 三 rC( 传 递 手 ); 
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5， 如 果 4 夺 r8, 则 B= 三 rA( 对 称 性 )。 

由 定 关 9.2., TI 和 年 兴 8.1.1 可 以 得 到 

定理 9. 2.1 设 4, 妃 是 集合 。 

(]) 如 果 4 所 8, 则 A 所 1B; 

C2) 如果 4 三 , 呈 , 则 A 二 7， 

证 设 A4 所 mB; 则 由 定 疼 8,1,1 知 存在 递归 全 了 泪 数 了 ,使 
EA (nNEB, 

B 当然 是 B- 说 归 的 , 是 递归 消 数 ,因而 也 是 B- 递 归 的 ,因此 

frYEB 

是 上 8- 递归 的 谓词 ,所 以 A 是 B- 递 归 集 , 妈 4 所 7B. 由 (1) 自 然 就 得 

Bl(2), 

定理 9. 2. 1 的 道 并 不 成 立 , 因 为 KK 三 rK ,但 我 们 知道 既 没 有 
居民 ， 也 没有 居 才 mK。 
定义 9.2.2 自然 数 集 在 三 7 关系 下 的 等 价 类 称 为 图 灵 度 ， 简 
称 度 ,含有 集合 A 的 图 灵 度 记 作 deg(4), 即 
deg(A)= {BI|B=rA}., 

如 果 吕 是 x,e 集 , 则 称 deg(2)? 为 遂 归 可 枝 举 的 度 (r.e 度 ); 和 如果 B 

是 4 说 妇 可 枚 举 集 (4-r.e 集 ) 则 称 deg(B) 是 4- 递归 可 枚 举 (4- 

r.e) 的 度 。 1 

由 于 三 7 是 等 价 关 系 , 所 以 当 A 三 xB 时 deg(A) 二 deg (B), 另 

外 ,需要 注意 图 灵 度 和 m- 度 之 间 的 一 个 明显 区 别 : 递 归 可 枚 举 的 

m- 度 中 的 集合 都 是 说 时 可 校 举 集 ,而 递归 可 校 举 的 图 灵 麻 中 可 能 

有 非 递归 可 校 举 集 . 因 为 对 任何 递归 可 枚 人 举 集 4, 4Edeg(4) ,而 

我 们 已 经 知道 递归 可 校 举 集 的 余 集 未 必 是 递归 可 校 举 集 . 

今后 我 们 也 使 用 黑 正 体 的 小 写 拉 丁字 母 a, b,c¢,… 表 示 图 灵 

度 ， 、 

1 8 一 deg(4)， 
b=deg(B), 
c=deg(C), 
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等 等 。 
全 体 图 灵 度 所 组 成 的 集合 记 作 D。 
定义 9. 2,3 设 4, 中 是 自然 数 集 ,图 灵 诬 a=deg(4)， 
b=—deg(B), 如 果 As 有 ,就 记 ab 如 第 AS 有 再 Sr 上， 则 志 
< 一。 
和 容 易 验 证 ,如 上 定义 的 了 上 的 和 关系 是 但 序 关 系 ({ 目 反 、 传 
递 ), D 上 的 一 关系 是 严格 俩 序 . 从 定义 中 我 们 看 不 出 图 灵 度 之 间 
是 否 具 有 可 比较 性 ( 即 对 任何 两 个 图 灵 度 a 和 bb, 或 者 as<sb 或 者 日 
去 a) ,到 下 一 章 我 们 会 证 明 图 灵 度 之 间 并 不 普遍 具有 可 比较 性 ,也 
就 是 说 存在 两 个 图 灵 产 a 和 hb 使 得 旺 没 有 asshb 也 没有 ba。 
定义 9.2,4 
(1) 集合 
K*={xr|{r}*(r) 4 )} 
称 为 A 的 跳跃 集 , 也 记 作 4 . 算 子 “” 称 为 跳跃 算 子 
《2) 上 归纳 定 久 有 A 的 级 跳跃 4 为 ， 
4o0 一 4， 7 
特 § 7,2 中 的 内 容 相 对 化 ,我 们 可 以 定义 
Ki={(r sy) yeEW*), 
下 1 一 人 4 让 )。 
根据 $ 8.1 的 例 1 和 例 2, 我 们 知道 
KK = Ko Bis 
于 是 由 定理 9. 2.1 知 
& =r Ko Ks 
将 全 的 证 明 相 对 化 ,可 以 得 到 
K’“=, Kt=, Kf, 
从 而 由 定理 9.2. 1 知 
K’=r Ki=r K+, 


对 于 跳跃 算 子 ,我 们 有 如 下 的 重要 定理 ， 


的 
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定理 9. 2. 2( 踏 跃 定 理 ) 

(1) 4 是 4-re 集 : 

(2) A' Er A 

(3) 8 是 A-r.e 集 当 且 种 当 BA ; 

(4) 如 果 4 是 呈 re 集 日 Bar, 网 4 是 Cre 集 ; 

(5) BrA 当 且 仅 当 B' 志 mA; 

(6) BrA 当 且 仅 当 B' 寺 ,A'。 

证 1) 一 (3) 分 别 是 $7.2 之 例 3,、 定 理 7, 1. 1 种 定理 8.1. 3 的 
相对 化 形式 , 请 读者 参照 $7. 2 之 例 3、 定 理 7. 1. 1 和 定理 8. 1. 3 的 
证 明 写 出 它们 的 证 明 , 下 面 证 骨 (4) 一 (6)。 

对 于 (4) ,如 果 4 一 儿 , 4 是 C- 递 归 集 ,当然 是 C-r.e 集 。 如 果 
4 天 录 , 则 根据 定理 9. 1. 11, 4 是 某 个 B- 递 归 全 户 数 站 的 值 域 .由 


于 了 是 C 刀 递归 集 , 所 以 了 上 也 是 C- 递 归 全 函数 。 因此 4 是 一 个 已 - 递 


归 全 函数 的 值 域 ,也 就 是 说 有 是 C-r.e 集 ，。 

对 于 (5), 设 BrA, 由 (2) 知 B' 是 B-r,e 和 集 , 根 据 (4),，B' 也 是 
4-re 集 。 再 出 (3)? 即 得 到 B'<。A'。 

反之 , 设 吾 所。4 ,由 定义 9.1.2 可 知 互 和 下 都 是 互 递归 的 ， 
因而 也 就 都 是 B-r.e 的 ,由 (3) 可 得 BB 及 B&B' ,而 B' 才 mA'， 
于 是 有 B<s。4' 及 BA 。 再 出 (3)( 的 另 一 个 方向 ? 即 得 到 已 和 瑟 
都 是 4-r.e 集 , 根 据 定理 9, 1. 10 即 有 BrA。 

(6) 是 (5) 的 直接 推论 。 

跳 虐 定理 为 我 们 提供 了 有 关 图 灵 度 的 许多 信息 ,比如 ,我 们 已 
经 知道 对 任何 的 集合 4A， A 志 zA' ,因此 deg(4) 才 deg(A'), 现 在 我 
们 硫 知 道 4' 扩 7 A( 定 理 9. 2. 2 之 <2)) ,于 是 就 得 到 对 任意 的 集合 
| 

degk47<deg(4 ), 

今后 , 当 a 二 deg(A4A) 时 ,我 们 就 记 a' 一 deg (4A')。, 从 而 对 任何 图 
好 内 a8, 有 a~<a .图 灵 度 a 称 为 图 灵 度 a 的 跳跃 ,我 们 用 0 表示 全 
体 递 归 集 所 组 成 的 图 灵 度 , 即 
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上 也 -一 ~ 


上 一 deg( 地 ) 
于 是 
0 一 deg( 他 ) 
"=deg( ll") 
0"—deg (2 ™) 
它们 是 彼此 不 同 的 图 员 赔 ， 
0<0 < 
其 中 儿 ' 一 ?了 =rK =rKo=7rkK) 
此 外 , 册 定 理 9.1,3 可 知 0 是 最 小 的 图 灵 度 ,全 体 图 员 度 的 结构 
如 疼 9. 2 所 示 : 
,Oe 


图 灵 度 


一 J 坟 下 的 图 灵 度 


图 9. 2 图 灵 度 的 结构 


图 9.2 中 0 与 人 之 间 的 大 菱形 表示 大 于 等 于 4 而 又 小 于 等 于 8 
的 图 灵 度 , 0 与 之 间 的 小 萎 形 表示 人 全体 冲 归 可 枚 举 的 图 灵 度 . 现 
在 我 们 还 不 知道 这 两 个 萎 形 的 部 分 除了 6 和 米 有 没有 其 他 的 度 , 现 
代 递 归 论 的 主要 内 容 就 是 研究 7.。 的 图 灵 度 的 结构 ,也 就 是 要 和 卉 
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清 这 个 小 菱形 的 内 部 是 个 什么 样子 。 
39.3 极 限 


我 们 今后 的 工作 就 是 构造 一 些 集 全 ,使 得 它 的 图 灵 度 具有 革 
种 性 质 。 为 此 ,引入 全 函数 序列 的 极限 的 概念 。 

定 光 9.3.1 (1) 设 六 ,六 ,六 是 由 (5 一元) 递归 全 函 
数组 成 的 函数 序列 ,如 果 (xz) 作为 ;和 的 二 元 函数 是 递归 涌 
数 , 则 称 该 函数 序列 为 递归 序列 .今后 将 全 函数 序列 

六 六 fs 
简 记 作 +f,) ,ew。 

(2) 公有 全 请 数 序列 {f},ew 和 全 函数 ,如果 对 每 个 +, 都 存 
在 {与 x 有 关 的 )s, 使 得 当 t 守 ;时 f(z) 二 f(x), 则 称 函 数 让 是 序 
列 { 六 jx 的 极限 ,也 称 序 列 { 户 :ex 收敛 于 f, 记 作 

lim, 六 一 上 了。 
(3) 设 lim, 户 = 广 ma 人 z) 是 一 个 全 国 数 ,如 果 对 每 个 上,s 都 有 
如 果 ss 之 mCz) 则 六 Cr) 一 Fr)， 
则 称 mm(z) 为 六 的 收 繁 模 , 篇 称 模 。 如 果 模 mm 满足 
mtr) = psL CVF Cr) = Fr ) | 
刚 称 zx 为 ({) en 的 ) 最 小 模 ， 

从 直观 上 讲 , lim, 六 = 节 就 是 说 对 任何 工 ,数列 { 六 (zcw 中 
至 多 只 有 有 穷 多 个 不 等 于 A(x) ,如 果 一 个 函数 序列 1{ 广 },e ww 的 极限 
了 是 个 0,1 仁 图 数 ,那么 了 上 就 是 茶 个 集合 的 特征 玉 数 .因此 我 们 可 
以 使 用 函数 序列 来 定义 我 们 所 带 要 的 集合 ， 

对 于 递归 的 函数 序列 (ff},ew( 在 本 书 中 只 讨论 递归 的 函数 序 
列 ), 如 果 

lim, f= f 
且 mcz) 是 它 的 一 个 模 , 则 由 定义 容易 看 出 
fT 
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因为 f(x) 二 fmtz) .但 是 却 不 能 保证 如 过 r 产 因为 我 们 虽然 知道 
只 有 有 有 究 多 个 ;使 了 (zr) 关 f(x), 但 并 不 总 能 知道 究 况 有 多 少 个 
这 样 的 *。 不 过 ,在 附加 了 一 些 条 件 后 ,也 还 是 可 以 保证 zj 委 rr 的 。 
例如 
定理 9. 3. 1 ”如果 递归 的 郴 数 序列 { 六 jew 有 极限 f, 且 对 任何 
zx，J(x) 对 s 是 单调 上 升 的 ( 即 当 >s 时 f(z) 之 了 (zx)), 则 
(fsben 的 最 小 模 wm 满足 
mr。 
证 对 于 任 给 的 x, 可 以 了 递归 地 计算 w(x): 《1) 先 算出 
A(x) ,这 个 这 程 当 然 是 f 递归 的 .然后 ，(2) 术 次 计算 
Pol) Fr folr), 
直到 找到 一 个 最 小 的 使 f(x) 一 f(z), 由 ff,),en 是 递归 序列 而 
且 
my f=7 
以 及 我 们 已 经 算出 了 f(x) 的 值 ,所 以 C2) 的 过 程 是 递归 的 ,这 个 s 
就 是 mkz) 的 值 , 国 为 A(x) 对 s 的 单调 上 升 性 保证 对 任何 zs 
ff ES ES), 
由 于 (1) 是 f 递归 的 ,(2) 是 递归 的 ,所 以 整个 过 程 是 递归 的 ,. 根 
据 相 对 的 丘 奇 论 题 ,就 得 到 ms 三 rf 。 
定理 9. 3. 2( 权 3 引 理 ) 如 果 4 是 递归 可 校 举 集 并 且 全 函数 
f 肆 TA, 则 存在 递归 序列 {f,},ejj 使 
lim;s 一 了 
并 且 存 在 一 个 模 六 使 闫 和 r4。 
证 设 4 一 他，4 一 下 (ce 六 。 和 定义 全 因数 
Pr 人 i {ertr) 
| 
由 于 4, 二 Wi 是 有 穷 集 , 1A, 所 s, zE 4 是 关于 sz 的 二 元 递归 谓 
词 上 是 常数 ), 所 以 {eja(Cz) y 是 关于 s,z 的 递归 谓词 (e 是 常数 )。 
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因而 f(x} 是 :5,z 的 二 元 递归 国 数 .由 定义 容易 看 出 
lim, 六 一 了 
4 . 
m(r)=psL (Is et tr AA Ts=AT 2)]. 
由 xE 4, 是 (关于 xz; 的) 二 元 递归 谓词 ,于 是 x EA,1z 就 是 
{关于 工 ,s,z 的 ) 三 元 递归 语词 ;因此 
{el lsCr) 二 
是 (关于 x,s;z 的 ) 三 元 递归 谓 启 .而 
A, 下 = 一 和 上 = 
是 (基于 的 ) 二 元 4- 递 好 谓词 ,于 是 
(ez 由 z 一 和 下 < 山 
是 4- 递 归 的 .如 上 有 界 量 词 3z<cs 仍 是 4 递归 的 .所 以 mm(z) 是 
刀 弟 归 函 数 。 

由 于 了 是 全 函数 , 即 对 任何 x，{e}*Cr) 4 ;因此 满足 二 的 :和 
总 是 有 的 (用 加 表示 使 名 为 真 的 最 小 的 xz， zo 可 以 4- 递 归 地 算 
出 ,就 是 说 mirt) 是 全 函数 ,， 

最 后 , m(x) 是 模 , 因 为 当 ;之 m(zx) 时 ， 

fz)= {et (r= le ior)= {el (r= f(z), 
定理 9. 3. 3( 极 限 引 理 ) 对 任何 全 放 数 了 ， 

Fr 好 当 且 仅 当 存在 一 个 递归 序列 {en 使 lim, 六 = 请 

证 设 f<r2'。 由 于 CI' 是 +,e 集 ,根据 定理 9. 3. 2, 存 在 一 个 
圳 归 序 列 {f,),en, 值 

lim, 1,=.1, 

反之 , 设 有 递归 序列 { 六 Hew 使 
lim, f,= 

令 
A={s dt A fr), 

由 于 序列 {f,} ,ew 是 收 钱 的 ,所 以 对 每 个 +，A;: 是 有 穷 集 , 令 
B=DA,=y{ts 7) |s EE A). 
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易 见 
(5 和 再 这 了 E 如 二 村 (天 六 
由 于 {1,en 是 递归 序列 ,所 以 (Cx) 闫 fi41《tzx) 是 递归 谓词 .而 
sl 当然 是 递归 谓词 ,因此 40s 过 1 A Cr) 关 f xtx)) 是 递归 可 枝 
举 谓 词 ,也 就 是 说 BB 是 +r.e 集 (从 而 Br 站) s€ hs 是 递 妇 可 校 
举 谓词 。 
给 定 x, 我 们 可 以 呈 - 递 归 ( 从 而 也 是 好 ' 递 妇 )? 地 计算 出 最 小 异 
mry = p58[s 人 A ]， 
于 是 
rm 和 TB < 人 由。 ” 
定理 9. 3. 3 为 我 们 提供 了 一 个 构造 六 以 下 的 图 灵 度 的 方法 :如 
果 我 们 能 构造 一 个 0,1 值 的 递归 序列 1Ajenx 使 之 妆 钱 于 4( 将 集 
合 与 其 特征 画 数 等 同 看 待 ) , 则 deg (CA) 所 0 。 
如 果 所 构造 的 这 个 序列 还 是 单调 上 升 的 , 则 4 就 是 一 个 r.e 
集 ，deg(4) 就 是 一 个 re 度 。 
在 下 一 章 实 际 构 造 一 个 +.e 度 deg (4) 时 ,我 们 的 一 般 作 法 是 
构造 一 个 上 升 的 集合 序列 
守 丰 守恒 守 人 EE 
使 得 x 七 A, 是 (关于 x 各 ;的 ) 二 元 递 妇 谓词 ,然后 令 4= 出 4.， 
当 我 们 把 A 看 感 特征 函数 时 ,序列 {4,}ew 就 是 一 个 单调 上 
升 的 函数 序列 , 4 就 是 它 的 极限 ,根据 定理 9. 3. 1, 它 有 最 小 模 
RT， 
如 果 {.34,}sen 是 一 个 上 升 的 集合 序列 , zxE 4, 是 (关于 zx 和。 
的 ) 二 元 递归 谓词 并 且 A= UA,, 我 们 就 称 {A,}se wn 是 4 的 一 个 递 
归 的 放 举 序列 .不 难看 出 ,余人 个 re 集 都 有 递归 的 被 举 座 列 ,因为 
对 每 个 全，! 多 .<w 就 是 下 .的 一 个 递 时 的 核 举 序列 。 


对 起 


1， 构造 图 灵机 Z, 使 在 神 诊 4 下 了 所 计算 的 函数 是 .4( 的 特 
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征 函 数 》, 即 
FHCX)=1—Calr), 
2， 对 上 集合 妃 ,B, 定 义 
4 由 8 一 (2zlzE A} LU 127r+1|lrEB}. 
证 明 :deg(4 引 中 ) 是 deg(4) 和 deg(B) 的 上 确 界 , 即 
(1) ASrABB 日 B<r4 申 了 
(2) 对 任何 CC, 如果 4<rC 且 5<rC, 则 4 中 B<rC。 
3 证明 ;{(eyo,zx,y:3)| {ej}s(z) 二 y} 是 递归 集 。 
4， 证 朋 ,; {teyo,x,y)| {el (C(x) 二 y} 是 +.e 集 并 且 是 了 -完全 
的 ， 
5, 定义 A 二 {Cryy)|zrEAY), 
(1) 证 明 ; 对 任意 的 n, A"<7A”，。 
(2) 证 明 :存在 递归 全 阔 数 ,使 对 所 有 的 ,BY 一 4 。 
《3) 如 果 存 在 递归 全 函数 六 ,使 对 全 体 
Gy =A™, 
则 称 总 是 全 体 4 的 一 至 上 界 。 
证 明 ;: 如 果 BB 是 A (n= 二 0;1,2, 下 ) 的 一 至 上 和 寞 , 则 A 所 7B 
( 即 4 是 4 中 的 最 小 一 致 上 界 )， 
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第 十 章 
波斯 特 问 题 


1944 年 ,波斯 特 提出 一 个 著名 的 何 题 ， 
且 否 疗 在 图 天 度 3 使 Ia< 人 ? 
这 个 问题 被 称 为 坡 斯 特 人 问 题 .在 此 后 的 50 年 中 ,由 波斯 特 问 题 所 引 
发 揭 对 x.e 度 的 研究 一 直 是 递归 论 的 主要 研究 方向 ,由 此 而 创造 
各 发展 走 来 的 优先 方法 是 数理 逻辑 中 与 力 迫 法 齐名 的 重要 方法 。 


8$10.1 波斯 特 问 题 和 单纯 集 


证 斯 特大 为 他 所 提出 的 问题 的 管 案 应 当 是 肯定 的 , 即 存在 图 
灵 度 8 使 8<a< 由 .为 此 ,他 提出 了 单纯 集 的 概念 ,并 证 明了 单 纺 
集 的 存在 性 (波斯 特 所 构造 的 单纯 集 是 一 个 能 行 单纯 集 ), 由 于 单 
纯 集 不 是 mw- 完 全 的 ,所 以 波斯 特 希 望 能 证 醋 单 纯 集 也 不 是 图 灵 完 
全 的 .但 下 面 的 定理 却 否 定 了 波斯 煌 的 想法 ，。 

”定理 10. 1.1 如 果 4 是 能 行 单纯 集 , 则 天 所 7r4。 

证 令 { 下 省 和 如 是 天 的 一 个 递归 的 梳 人 举 许 列 . 定 立 

gy) (7 K,] 如 果 xEK 
人 如 果 了 全 天 
易 见 ，8fx) 是 递归 晤 数 。 

设 4 是 能 行 单纯 集 ( 和 参看 定义 8. 3.4), 上 是 递归 全 函数 ,使 得 
如 果 WW 三 4, 则 IW | 过 (x)。 

令 {}sen 是 A 的 一 个 递归 的 术 举 序列 (比如 当 妥 == 全, 时, 念 
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有 ,二 Ws) , 记 

由 一 ai<ai< a ), 
其 中 心 是 4, 中 (依从 小 到 大 的 次 序 )? 的 第 :个 数 。 

注意 a 是 s 和: 的 递归 全 函数 ,因为 14,),ew 是 递归 序列 ,所 以 

我 们 可 以 按 下 述 方法 能 行 地 计算 oi; 

动 一 PrzLz 忌 4]， 

后 王 Ar[ a A rt A,], 

Cpr rr A |]， 


dan=Ax[Lr a Art A,]， 
直 外 ,由 于 4 是 单纯 集 , A 无穷, 而 ACA,, 所 以 af 是 ;和 i 的 全 机 
数 ， 
记 
A= {a Ca}, 
a 是 有 4 中 (依从 小 到 大 的 次 序 ) 的 第 i 个 数 .根据 同样 的 道理 . a 是 
i 的 4 递归 全 国 数 ， 
此 外 ,由 于 4E…C4E4S… 忆 4o, 对 任意 的 * 和 记 
(1) a 


C2) 如 果 4 一 a* 则 对 所 有 的 i a 二 as。 


定义 三 元 函数 gCzyyya) 为 
) 一 全 当 zEKAIGEYAu Ta ) 
5 "14 在 则 . 


由 于 i 夺 yhw==af* 是 递归 可 枚 举 谓 词 , 加 上 存在 量词 了 后 所 得 
到 的 了 ESY Au dz 人 是 递归 可 枚 举 铺 词 , 而 zE 天 也 是 竟 归 
可 校 举 谓词 ,所 以 上 是 三 元 递归 上 国 煞 .根据 s-m-n 定理 ,存在 二 元 
记忆 全 函数 和 (zyo) 使 
Grn LHI = ST YH. 
用 递 时 全 党 数 ff 代入 vy; 得 到 
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1 当 xzEKAdUSEI (OYA au=a™) 


zf )=| 
nz fi 4 否则 


于 是 得 到 jy i ， 
{a a TEK, 
Wncrs fer (HW) 一 (2 否则 ， 
对 递归 全 国 数 mtzx,f(y)) 使 用 常 参数 的 递归 定理 和 ok 
foo al” seer Aas) 让 
Wn = Wine, fentn)) = gy 否则 
人 A 
rir) 一 PestLaytwa， 一 4ymcr)j 9 
由 于 areco) 是 递归 全 画 数 而 dromen 是 4 -递归 全 国 数 ,所 以 
df entz)) = Fey 2)) 
是 4- 玄 娄 朝 词 ,从 而 > 和 7r4。 
当 z 蕊 下 时, 如果 rCz) 之 8(r), 则 由 Cx) 的 定 浆 a9, 二 
aracm。 于 是 根据 (2) ,对 每 个 nr), 中 二 a; 从 而 
WasA, 
而 此 时 
[Wn |= (nt)+1, 
与 子 的 定义 ( 即 4 的 能 行 单纯 性 ) 牙 盾 。 所 以 当 xEK 时 rtx) 放 
9(z) .这 样 , 由 +r 和 8 的 定义 就 有 
Fa 
也 就 是 
XER 人 rEK,,, 
于 是 KK 是 r- 递 归 的 ,而 rT 局 ,所 以 KrA, 
为 了 证 明 另 一 个 与 单纯 集 的 度 有 关 的 定理 (定理 10. 3) ,我们 
先 证 明 : 
定理 10. 1.2 如 果 { 刀 ),ewn 和 {Bbcw 分 别 是 递归 可 校 举 集 4 
和 和 BB 的 递归 的 枚 举 序列 ,并 且 满 足 
如 果 E44, 一 起 、 则 (vy 之 xz) iyE 8 一 8B,)， OD 
MASEB, 
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证 ”和 任 给 xz, 可 以 B- 递 归 地 计算 出 
BNM[L9,1,"* ,x—1]。 
由 于 {8B,},;en 晨 递归 序列 ,所 以 可 以 BB- 递归 地 验证 是 否 有 
BNMNEV,1 ,1]=BNN E01, ;rz—1] 
因此 可 以 BB 递归 地 找到 最 小 的 ;, 售 
Bizx—B, rx, @ 

车 EA, 则 对 某 个 1,， xE 4 一 和 ,由 心 知 存在 y 之 x 使 
yEB 一 BB, 如 果 计 s; 则 由 B 己 B, 知 yEB 一 B,; 这 与 加 蔬 盾 ,所 以 
t<s 于 是 刀 三 A4,, 因 此 xzEA4,, 反 之 ,着 xEAd,, 当 然 有 xE4。 从 而 
得 到 

zE 4 当 有 具 权 当 xE€E A4， 

所 以 A 所 zB。 

定理 10. 1.3 对 任何 非 递 归 的 递归 可 校 举 集 8, 存 在 单纯 集 
4 :使 4==rB。 

证 ”由 于 号 是 非 递归 集 , 故 互 和 互 都 是 无 穷 集 . 铀 了 是 殖 的 
一 个 1-1 的 枚 举 函 数 , 即 六 是 1-1 的 递归 全 消 数 ,B=ran ff。 

令 1B,}en 是 B 的 一 个 递 妇 的 格 举 序列 ,其 中 

B={f00 ,Ft f(s—1))., 
我 们 来 构造 一 个 递归 的 集合 序列 {4A,)en; 使 A 二 UA, 是 定理 所 
要 求 的 集合 , 即 

1. 4 是 单纯 集 ， 

,A 三 rB. 

构造 分 阶段 归纳 进行 。 

第 0 个 阶段 : 令 40 一季。 

设 第 ; 阶段 已 完成 ，A; 已 构造 好 ,而 

A= {ga Lal}, 
其 中 必 是 入 中 (依从 小 到 大 的 次 序 ) 的 第 i 个 数 , 则 a 是 ;和 i 的 递 
归 全 水 数 ( 和 参看 定理 10. 1. 1 的 证 明 )， 
第 ;十 1 阶段 (在 4, 的 基础 上 增加 著 干 元 素 构 井 4,; ,分 两 步 
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进行 : 
第 一 步 ( 为 保证 4 是 单纯 集 和 A 志 7B) 
对 每 个 e 志 :考察 
We A,= 二 


了 xz 3e ArXEW Af 由 

如 果 对 于 某 个 。e, 加 和 地 都 真 , 则 将 使 上 述 辐 式 为 真 的 最 小 的 
立 训 入 4. 如 果 对 任何 e 委 3， 图 和 外 帮 不 全 为 真 , 则 这 一 步 就 什 
么 都 不 做 。 

由 于 第 一 步 是 针对 ess 的 ,所 以 这 一 步 至 密会 有 s 十 1 个 数 放 
和 人 入 +1。 

第 二 步 (为 保证 B74) 

将 QotD+1 训 入 A .这 一 步 怡 将 一 个 数 放 入 AA] 

下 面 证 明 如 此 构造 的 集合 满足 1 和 2 两 项 要 求 。 

《1) 考虑 闭 区 间 [0，3 亲 ,这 个 区 间 中 的 数 至 多 愉 有 i 个 被 在 
各 阶段 的 第 一 步 放 入 A, 因为 根据 @ 的 第 一 款 , 在 第 一 步 中 放 入 4 
的 数 xz 要 满足 x 沁 3e,; 因 此 ,在 这 个 区 间 中 我 们 只 可 能 针对 e 一 0， 
1,… ,i 一 1 将 满足 名 和 四 的 数 放 入 4。 而 根据 引 的 第 二 款 , 如 果 我 
们 在 第 ;十 1 阶段 的 第 一 步 针 对 将 zz 放 入 A, 则 xzEEW.,, 因 此 对 
任何 的 上 ,由 于 到 .Wi; 在 此 后 的 第 1 十 1 阶段 的 第 一 步 中 国 
不 会 再 为 真 ,也 就 不 会 再 针对 。 将 什么 数 放 人 4A. 也 就 是 说 ,在 整 
个 构造 过 程 中 ,对 一 个 e 至 多 放 入 一 个 数 ,所 以 区 间 [1，37] 中 至 多 
有 i 个 数 放 入 4， 

如 果 yE1L0, 3 局 是 在 第 ;十 1 阶段 的 第 二 步 放 入 4 的 , 则 y= 
fetuto 而 对 尾 何 的 :和 上 我 们 有 区 实 k( 参 看 定理 10.1. 1 的 证 
明 ) ,于 是 有 

3 十 1 十 1] 委 本 re 一 YYS3， 
从 而 
fst 
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这 样 ,由 :的 任意 性 就 得 到 在 各 个 阶段 的 第 二 步 放 入 4 的 数 也 至 
多 只 有 i 个 。 
国 此 14 广 [6， 3]| 宇 志 由 i 的 任意 性 知 4 是 无 穷 集 。 
《2) 我 们 来 证 明 ; 如 果 Wi 无穷, 则 存在 :使 四 为 真 ;, 从 而 有 一 
个 zEW, 在 1 所 s 十 1 阶段 放 入 4。 
用 反 证 . 设 对 性 意 的 *， 由 都 为 假 ,如 
Yey rir AreEW. rf 1)) ® 
为 真 . 由 于 W. 无穷 ,对 任意 的 y, 都 可 以 递归 地 找到 1,x, 使 
PP3e 且 yrEW.,, 
于 是 下 已 知 , 对 任意 的 52 让 
yr 二 i， 
从 而 
和 吾 当 冉 仅 当 yE RRB， 
也 就 是 说 B 是 递归 集 , 与 定理 条 件 中 的 B 不 是 递归 和 集 蔬 盾 . 这 就 
表明 ;如 果 多. 无穷 , 则 存在 使 由 为 真 .因此 ,如 果 信 ., 门 A.== 凶 ， 
则 在 第 s 十 1 级 的 第 一 步 中 有 一 个 zE W, 被 放 入 A441。 所 以 ,只要 
Wi 无 穿 , 则 
WW 站 A。 
综合 (11 和 (2) ,就 证 本 了 4 是 单纯 集 。 
(3) 设 E .4.3 一 机 如果 是 在 第 一 步 放 和 4 的 , 则 根据 
(的 第 二 球 ， 
rT tl}eEB—B,. 
ns 是 在 第 二 步 放 人 As 的 , 则 9 
Tf + 十 +l>i(s+ EB—B,. 
总 之 ij}sew 和 和 {BYsen 满 足 定理 10.1.? 的 亲人 忻 册 ,所 以 根据 定理 
i0,.1.2, AS.rB。 
(4) 记 
A= {gn 
ai 是 有 丰 中 (依从 小 到 大 的 以 序 ) 的 第 i 个 数 .根据 定理 10. 1. 1 的 证 
-. 1 me. 


其 中 的 同样 道理 , a 是 ;i 的 4- 递归 全 是 数 。 
对 任意 的 ,可 以 4A- 递归 地 找到 *, 使 


(参看 定理 10. 1. 1 的 证 明 ). 从 而 对 任何 点 ， 


Qt 一 Car+rls 总 ) 
如 果 xzE 8, 则 对 某 个 1，xrE Brn 一 B; 根 据 4 的 构造 ， 
A 
从 而 
dr Ag] © 


由 侈 各 可 知 is 于 是 
xzEB 当 有 88 仪 当 xEB,, 
因 划 ,BrA，, 
定理 10. 1. 3 表明 , 杜 何 非 递归 的 >~,e 度 中 都 含有 单纯 集 , 因 此 
仪 靠 单 纯 集 的 概念 无 法 区 分 完全 的 图 如 度 和 其 他 韭 递归 的 +,e 度 
《如果 有 这 样 的 度 的 话 ) ,也 就 是 党 , 仅 靠 单纯 集 这 一 个 概念 不 能 解 
决 波斯 特 问题 。 


10,.2 优先 方法 


波斯 特 问 题 豚 引 T 了 大 批 的 收 辑 学 家 和 数学 家 投入 了 对 图 灵 度 
结构 的 斌 究 ,波斯 特 本 人 和 更 是 将 他 生命 中 最 后 十 年 的 主要 精力 花 
在 这 个 辣 题 之 上 ,对 波斯 特 问题 的 研究 极 太 地 推动 了 四 .五 十 年 代 
雍 归 论 的 发 展 ,尤其 是 对 递归 可 术 举 集 的 研究 更 是 硕果 累累 .经 过 
十 二 年 的 努力 ,这 个 和 间 题 终于 在 波斯 特 逝 谢 两 年 之 后 由 穆 契 尼克 
(1956) 和 和 碧 持 德 伯 烙 (957) 各 上 自 独立 地 解决 了 ,他 们 解决 波斯 特 
问题 的 方法 称 为 优先 方法 ,本 节 我 们 先 来 介绍 一 个 比较 织 型 的 使 
用 优先 方法 的 的 证 明 , 以 便 讲 清 这 种 方法 ,然后 再 介绍 兆 契 尼 训 和 和 
弗 里 德 伯 格 本 来 的 证 明 。 

定 必 10. 2.1 设 有 图 灵 许 a 夺 六 ,加 果 a' 二 VY, 则 称 8 为 低 度 ; 
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如果 gf 二 信 , 则 称 8& 为 高 度 。 
根据 定义 , 6 是 一 个 优 度 , # 是 一 个 高 度 。 这 两 个 极端 的 低 度 
和 高 度 并 没有 什么 特别 的 价值 ,但 如 果 我 们 能 找到 一 个 非 0 的 低 度 
3; 那 就 解决 了 波斯 特 问题 ;因为 那样 就 会 有 
由 < 一 和 < 和 二 
事实 上 确实 存在 这 样 的 度 ; 
定理 10. 2,1 存在 有 其 有 低 度 的 单纯 集 ， 
在 证 有 明定 理 之 前 , 先 来 分 析 一 下 有 关 的 一 些 问题 ,并 对 优先 方 
法 作 些 谨 明 .我 们 的 任务 是 构造 一 个 递归 的 集合 序列 {A,},en ,使 
马 二 UU,A, 满足; 
(1) 4 无穷 ; 
《2) 如 果 W, 无 穷 , 则 W 门 A 名 } 
(2) A SST", 
其 中 3) 和 (C2) 保证 委 是 单纯 入 1(3) 保 二 4 具有 低 度 , 即 
deg(4) 一 全。 
要 满足 1) 比较 容易 ,只 要 我 们 在 构造 递归 序列 (4,),ewv 时 往 
意 每 将 一 个 数 放 入 4,4 时 总 使 至 少 一 个 数 留 在 4 中 就 可 以 了 ,在 
定理 8. 3. 7 和 定理 10, 1. 3 的 证 明 中 已 经 这 样 做 过 了 。 
为 了 满足 (27 和 (3) ,我 们 设立 以 下 两 组 需求 :对 每 个 e 
PP W, 无 究 一作 站 4 天 厅 ， 
N: ("ss) He}ltte) 4 ) 一 {el (ey 
其 中 五 . 称 为 正 需求 ，NV. 称 为 负 需 求 , 3”s 的 意思 是 “存在 无 穷 多 
个 s”,. 容 易 媳 出, 如 果 全 部 正 需 求 都 得 到 满足 , 则 {2} 成立. 而 全 部 
的 负 需 求 恕 何 能 保证 (3) 则 需要 证 明 。 
引 理 10. 2. 2 如果 所 有 的 N, 者 得 到 满足 , 则 A'<r2 
证 ”和 定义 二 元 函数 ge) 为: 
1 如 果 {e} 和 (e+ ， 
0 硅 则 。 
易 见 rte) 是 二 元 递归 函数 。 
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gE) = 


设 ,为 真 , 如 果 只 有 有 穷 儿 个 了 使 1ej#Ceyy， 则 存在 上 使 当 

zz 时 {fej2fe)+， 于 是 当 之 1 时 ge) 一 0。 如 果 有 无 穷 冤 个 s 使 

(04 Ce) 4 ; 则 由 N, 知 1e}*(e) 4 , 报 据 定理 9. 1.8, 存 在 oCCA4, 使 

le}'(e)#* 。 由 于 有 穷 ,所 以 仓 在 上 捷 得 oC 和 4， 外 而 当 s s>t 时 
{es(e) 4 ,也 就 是 说 当 st 时 g(e)=1。 

因此 ,如 果 每 个 六 .都 得 到 满足 , 则 递归 顺 数 序 Fo geo), EN 

有 极限 
ge) =lim, rife)。 

而 且 
gte) 二 1] 当 且 仅 当 {e} Ke) 4 ， 

妈 gce) 是 的 特征 活 数 .由 极限 引 理 知 gz3', 也 就 是 
RT '。 

现在 ,我 们 所 要 做 的 事情 就 是 给 出 一 个 构造 {4,),ew 的 能 行 过 
程 ; 使 对 每 个 e,，P, 和 NN. 最终 都 能 满足 .本 满足 正 需求 P. 是 比较 
简单 的 :只 要 在 发 现 W. 门 4, 二 襄 时 ,将 满足 xzEW.,Ax>2e 的 x 
放 一 个 到 和 i 中 就 可 以 了 ,现在 来 看 一 下 人 负 需 求 的 情形 。 

定义 函数 

rless)=uCtA ee,s),d 
称 为 抑制 函数 (也 可 以 形象 地 称 为 “ 墙 ”) ,根据 定义 9. 1.3，r(ey5) 
是 二 元 的 递归 卫 数 ， 

要 使 负 顷 求 N, 得 到 满足 ,就 是 要 避免 出 现 有 无 穷 儿 个 ;使 
(ejfrte) 4 ;但 {e}*(Ce) 不 的 情形 ,那么 ,在 什么 情况 下 会 出 现 有 无 
窃 针 个 ;使 {e} 六 te} 但 {fej Ce) 不 这 种 事情 呢 ? 

回忆 前 面 所 说 的 :集合 4 是 对 一 个 上 并 的 集合 序列 

A CA 
到 并 集 而 得 到 的 .在 构造 过 程 中 要 不 断 地 向 4 中 增加 元 素 , 随 着 ;: 
的 增 大 ，4. 中 的 元 素 会 逐渐 增多 ,于 是 神 渝 带 上 的 上 内容 也 就 会 不 


心 Herrii) 是 使 用 国 数 , 见 定 尽 9， 411.3， . 
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断 地 变化 :如 时 在 构造 的 第 * 十 1 步 将 工 避 人 了 4 , 神 论 带 上 原 
来 写 有 4.(z) 一 0 的 方略 中 的 内 容 就 会 变 为 A+1Cx) 二 1。 由 于 在 
{4,)ex 的 整个 梅 造 过 程 中 要 向 4 中 就 入 无 穷 移 个 数 , 有 和 神 论 从 0 
蛮 为 1 的 事情 也 就 会 发 生 无 窃 多 次 .因此 ,对 任何 一 个 固定 的 e 而 
言 ,尽管 图 灵机 e 和 输入 e 都 是 固定 不 变 的 ,但 神 论 带 上 的 神 论 却 
在 不 停 地 变化 ,所 以 有 可 能 出 现 随 着 s 的 增 大 ie}4(e) 忽 而 收敛 忽 
而 发 散 的 情形 。 于 是 就 可 能 出 现 有 无 穷 多 个 :使 {e}4(e)y ,但 
{el Ce) 不 的 情形 .例如 当 和 ==10,1,2,3,*…* 5) 时 ,3 9.1 例 2 中 的 
图 灵机 Z 就 是 这 祥 的 情形 。 

当然 ,上 面 所 说 的 情形 只 是 可 能 出 现 , 而 不 是 必然 出 现 ( 因 此 
我 们 才 去 设法 避免 它 ) ,如 果 {e) 语 Ce}》 4 ; 则 zle,s) 守 0, 就 是 说 在 神 
论 4 下 ,向 第 * 号 图 灵机 输入 e 之 后 会 形成 一 个 计算 ,在 该 计算 
中 所 用 到 的 神 论 数 小 于 res 此 后 ,如 果 不 青 同 4 中 诱 入 小 于 
rtey5 的 数 ( 即 不 在 墙 内 增 训 新 元 素 ) 新 增加 的 元 素 全 都 位 于 
rey5) 之 外 ( 墙 外 )， 处 在 读 写 头 达 不 到 的 位 置 上 ,因此 也 就 对 运算 
过 程 不 会 有 枉 何 影响 ,所 以 对 任何 1 半 ;:，{e} 六 Ce) 的 运算 过 程 和 
{ejrCe) 的 运算 过 程 完 全 相同 .也 就 是 说 ,对 每 个 is，{e}fr(e) yy， 
从 而 {e}*Ce} ,如 果 能 做 到 这 一 点 ,就 可 以 使 N. 从 此 得 到 满足 。 
但 是 ,如 果 为 了 满足 瑟 而 将 一 个 小 于 rfe:?) 的 数 工 放 进 了 4.+ 
(新 元 素 放 在 墙 内 ) ,就 有 可 能 使 te}383te)? 的 运算 过 程 与 1e}(e) 不 
间 ,因为 这 次 的 改变 位 于 读 写 涉 所 能 到 达 的 某 个 位 置 上 ,这 种 现象 
称 为 为 满足 PF; 而 放 入 的 zz 损害 了 N,, 因 此 ,如 时 我 们 的 构造 过 程 
能 保证 一 旦 {e}(e} 就 不 再 将 小 于 rte,s) 的 数 放 入 4, 就 能 使 需 
求 和 N, 得 到 满足 ， 

储 才 我 们 所 要 对 娃 的 只 是 一 个 e, 这 件 事 并 不 难 办 到 ,只 要 要 
求 第 s 步 以 后 所 加 入 4 的 数 都 大 于 re,3) 训 可 以 了 。 因 为 为 了 满 
足 瑟 , 我 们 所 要 对 付 的 只 是 无 穷 的 由 既然 WW; 无穷 ,我 们 总 能 从 
中 找到 文 于 ke) 的 元 素 。 然 而 我 们 面 对 的 却 是 无 穷 移 个 N,, 而 
上 且 还 要 保持 构 堵 过程 的 能 行 性 ,事情 就 不 那么 简单 了 .我 们 无 法 训 
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求 所 要 放 入 4+ 的 数 同 时 大 于 
人， 了 
由 上 面 的 分 析 可 以 看 出 阿 题 的 症结 在 与 正 钢 需求 之 间 可 能 存 
在 冲突 ;为 了 满足 正 需求 ,我 们 可 能 要 将 一 个 数 放 入 4( 所 以 叫做 
正 需求 ); 而 为 了 满足 负 需 求 ,我 们 可 能 需要 禁 目 菜 些 数 放 入 A( 所 
以 叫 敌 鲜 需求 ), 正 需求 不 会 受到 损害 ,因为 正 需求 是 要 求 将 无穷 
的 WW 中 的 一 个 元 素 放 入 4 以 作为 邢 . 门 4 关 儿 的 证 据 , 这 个 证 据 
一 旦 放 入 4 就 不 会 再 取出 来 了 .但 正 需求 有 可 能 损害 负 需 求 . 根 
据 上 面 的 分 析 , 要 想 回 避 这 种 损害 是 趟 现实 的 ,优先 方法 就 是 为 


了 解决 这 个 矛盾 而 创造 出 来 的 。 
优先 方法 的 基本 思想 是 给 全 部 需求 排 定 一 个 优先 次 序 
No, Po, Ni, Pl, N,, P,，, “es NN, Py 


在 构造 {4.},ewn 的 过程 中 ,规定 企 何 一 个 已 都 不 准 损害 优先 
于 人 的 Ne(e 一 0,1 人。 具体 做 法 是 : 当 在 第 * 十 1 步 鼠 要 求 向 4 
中 放 入 一 个 数 时 ,我 们 就 放 入 一 个 大 于 
riDs) rl ,ss), ersr{iys) 
的 数 .因为 内 有 有 鹤 多 个 和 十 1 个 )N, 优先 于 PP, 这 个 规定 是 可 以 
做 到 的 .这 样 ,每 个 NV. 剖 只 会 被 它 前 面 的 P 机 害 , 而 木 会 被 它 后 
面 的 Pi 损害。 由 于 每 个 N, 前 面 只 有 有 穷 多 个 Pi, 因 此 存在 -~ 个。， 
使 得 和 到; 步 时 N, 之 前 的 P; 都 得 到 满足 ,此 后 N., 就 再 也 不 会 受到 
损害 了 。 
定理 10, 2. 1 的 证 明 设立 两 组 需求 ;对 每 个 
PP: WW. 无 穷 一 WA ， 
Ne: (doe le) y) — {te} (le) 4 
物 造 递归 的 集合 序列 [A),ew: 
第 0 步 令 Ao 二 未。 
第 s 十 1] 步 , 设 妃 已 构造 好 ,ri(eys) 二 tCA,syeye,s) ,看 是 否 有 
zs 满足 下 面 两 个 条 件 ， 
Wi 介入 二 放 ， QD 
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xrEW A A (Yes (rle,s) <r)), 四 
如 果 有 这 样 的 7 存在 , 取 其 最 小 的 一 个 ,不 妨 就 记 作 :i, 将 对 于 这 个 
i 浇 足 名 的 最 小 的 工 放 入 As+1. 此 时 
Wi {A , 地 
P; 得 到 满足 ,我 们 说 这 一 步 关 照 了 户 。 
如 果 没 有 这 样 的 i 存在 , 则 令 A 一 她 。 
令 4= .4,. 以 下 证 明 4 符合 定理 的 要 求 。 
1， 如果 GE 4+ 一 4 并 且 工 入 rGes5) 就 称 z 在 第 * 十 1] 步 损害 
了 N., 定义 对 于 NN, 的 损害 集 7 为; 
i.={irldst(rE A — AH zr(e,s))), 
由 QD 各 可 以 看 出 每 个 P; 只 需要 关照 一 次 ,而 由 国 可 以 看 出 
只 有 为 了 关照 那些 满足 i<<e 的 P; 才 可 能 损害 N,, 因 此 


[| 委 e。 
因为 至 多 只 有 e 个 工会 损害 N,., 所 以 存在 s. 使 得 
如 果 xET 则 xxE A,， DD 
因此 ,如果 对 某 个 sg feel 则 由 略 知 对 任何 zt 尘 s 
{e}fle) yy Arle,ss)=r(e,t)s 后 ) 


从 而 
{e} (te) 4 AnuCAdyese) =rie,s), 
如 果 对 所 有 的 ss,.，{e} 名 te) + , 则 对 所 有 的 ss,， 
re 一 人 站。 . @ 

由 司 和 全 知 , 极 限 7(e)==lim,r(le,s) 丰 在。 

如 果 r(e) 一 0, 则 至 多 有 有 穷 多 个 * 能 使 得 te}#(e) y ;如果 
re)2>0, 则 {fe 上 六 Ce)y 。 所 以 每 个 N, 都 会 得 到 满足 .由 引 理 10. 2. 
2， 

A 万 了 好 
2, 如 果 W; 是 无 穷 的 ,我们 来 证 明 到 ;月 4 关 何 ， 
取 ;使 得 
(VIO CVYesi) (Cr(e,s) =r(e)), (7) 
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由 于 极限 rce) 一 lim,r (less) 存 在 ,这 样 的 s 总 是 有 的 由 。 

取 s >s 使 得 对 任何 j<i, P) 在 s' 步 之 后 都 不 再 需要 关照 。 由 
于 只 有 有 穷 多 个 j<i, 因 此 这 样 的 s 出 是 有 的 。 

取 1 半 # 使 得 

3arEW,. Arm2A (Yes tr(e) Tr )., (8) 

由 于 Wi 无穷 ,这 样 的 x 机 肯 算是 存在 的 。 

在 梅 造 4 的 第 :十 1 步 时 ,如 果 仍 然 是 Wi 人 门 罗 二 多， 则 按 照 
构 道 的 要 求 在 这 一 步 就 应 当 将 满足 图 的 最 小 的 工 放 入 4 了 .从 
而 Pi 至 针 到 第 :十 1 步 就 可 以 得 到 满足 了 ,由 :的 任意 性 知 每 个 PP 
都 可 以 得 到 满足 。 

3. 根据 如 中 的 第 二 款 , 对 任何 i, 区 则 [0，2 避 中 至 多 有 i 个 数 
被 放 入 4 ,因此 14 站 [0, 2191 半 1, 由 i 的 任意 性 知 妇 无穷 。 

综合 2 种 3 就 得 到 4 是 单纯 集 ， 

推论 10. 2. 3 存在 图 灵 度 a 使 0<a<0， 

证 令 4 如 定理 10.2.1, a 一 deg (A), 由 于 A 是 单纯 集 , 所 以 
4 不 是 递归 和 集 ，0<a 一 deg(4) ,而 由 定理 10.2.1, a 一 degt4')= 
0 


$10.3 穆 丰 尼克 和 弗 里 德 伯 格 的 证 明 


定理 10.3.1 存在 ~-e 集 4 和 五 ,使 4 天 -日 B 太 7 4。 
定理 要 求 纵 出 两 个 递归 的 集合 序列 14,},en，{8B,},en， 使 得 
r.e 集 4= 岂 4 和 re 集 刀 = 届 8. 满足 :对 任何 <， 
fe)? 了 A 及 1e}*B， 
为 此 ， 设立 两 组 需求 :对 每 个 e 
Ka: . {e}s 光 A, 


中 当 热 ,由 于 +(e) 未 必 是 递归 西数 ,我 们 并 不 能 保证 递归 地 找到 这 样 的 :, 但 在 
这 里 我 们 只 需要 用 到 , 的 存在 性 ,下 面 的 ,和 * 也 是 这 种 情形 
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Ratl: {e} “天 五。 
我 们 先 来 分 析 一 下 如 何 才能 使 Rs 得 到 满足 ， 由 于 4 是 特征 
图 数 ,所 以 是 金 国 数 . 要 使 Rs 得 到 满足 ,我 们 只 要 有 一 个 x, 使 
ACtx) 一 ] 和 但 (ez 或 te 天 (zy 二 0 
就 可 以 了 .这样 的 z 称 为 Ra 的 证 据 , 记 作 x;.。 
为 此 ， 当 我 们 构造 到 第 s 步 后 ,如 果 发 现 
{e}r(r)} yy =0, 
我 们 就 将 这 个 x+ 取 作 rz 的 候选 对 象 ,将 它 放 入 4,-， ,就 可 以 使 
(ejm(tr)FA r= ACr). 


Ww 
从 


r—r(2eys+ 1)=u(t Ber r,s).。 
如 果 此 后 不 再 将 小 于 + 的 数 放 入 B, 就 能 保证 
Blr=B,rr, 
就 可 以 使 
{els(tr) = {es(r)=0FACr) =1, 
从 而 使 Rs 得 到 满足 。 
关于 rz 的 捕 形 是 类 做 的 ,只 是 在 上 面 的 分 析 中 将 A,B 百 
换 , 将 2e 换 成 2e 十 1 就 可 以 了 。 
与 定理 10. 2. 1 相 比 ,容易 看 出 , 及 在 构造 !4,}jcxw 时 是 个 正 需 
求 , 它 要 求 将 一 个 证 据 放 入 A 而 在 构造 1B,),ew 时 则 是 一 个 和 外需 
求 ， 它 要 求 禁止 小 于 ~(2e,s 十 1) 的 数 放 人 人 B. 相 应 地 ， Rs 1 对 于 构 
造 {A,),e wn 是 负 需 求 , 而 在 构造 1B,},ew 时 是 正 需求 。 
现在 我 们 面临 着 三 个 问题 ，。 | 
第 一 个 问题 是 在 证 明定 理 10. 2. 1 时 就 遇 到 过 的 ;由 于 负 需 求 
有 无 穷 多 个 ,我 们 在 为 满足 一 个 正 需求 而 将 一 个 数 放 八 A( 或 B) 
时 ,不 可 能 保证 不 损害 所 有 的 负 需 求 。 解 决 这 一 问题 的 办 法 仍 是 象 
定理 10. 2. 1 的 证 明 那 样 ,规定 各 需求 之 间 的 优先 次 序 一 -一 就 依 其 
下 标的 次 序 一 一 要 求 在 满足 一 个 正 需求 时 不 得 损害 优先 于 它 的 
“有 穷 多 个 ) 负 需求 ， 
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第 二 个 问题 是 ;我 们 所 要 构造 的 A 和 8 莉 不 是 北 归 的 ,因而 
都 是 无 穷 集 .但 是 ,同一 个 上 却 可 以 同时 对 无 穷 个 e 使 
{e (Cx) ACr), 
因此 对 无 穷 多 个 Rs 我 们 所 放 入 4 的 证 据 可 能 是 相同 的 ,为 了 便 
于 证 明 4 是 无 穷 集 ,我 们 利用 配对 函数 将 原本 位 于 一 根 数 辅 上 的 
目 然 数 集 
N= {0, 1, 2, +} 
对 应 于 平面 直角 坐标 系 上 位 于 一 个 象限 上 的 二 元 数组 集 
(| 人 有 YE 
如 图 10, 1 所 示 ; 


汪 时 本 本 各 本 寺中 PAE 

二 王 二 ET 和 由 晶 晶 上 

{O27 C1 2312.27 (03,2) {x12) 

加 到 举 音 本 二 可 地 时 竺 mh 

(91) (1,1) (2,17 (3,1) CxslY 

时 站 和 ET 年 吊 昌 Ariol 
图 10. 1 候选 证 所 


将 其 中 (从 下 向 上 数 ) 的 第 e 行 记 作 

N= {{r,y) [y=e} 
‘以 下 将 (zx,y) 与 J7(z,y) 等 同 看 待 ) ,在 构造 过 程 中 ,为 满足 RR., 我 
们 只 在 和 N*' 中 选取 证 据 . 这 样 就 可 以 保证 4,8 都 是 无 穷 的 。 

第 二 ,由 于 每 个 R, 都 既是 正 需求 又 是 负 需 求 , 所 以 就 不 象 定 

理 10.2. 3 那样 对 中 放 入 -个 证 据 就 永远 保证 RR. 得 到 满足 ,和 例如， 
在 第 :十 1 步 时 发 现 

{eyri(x) 4 =0, 
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将 证 作为 满足 及 xz 的 证 据 训 入 总 + 而 使 
{e}r(r) 4 =0F4n(r) = 1, 
但 到 第 s 十 1(s 半 ?) 步 时 ,如 果 为 了 满足 某 个 优先 于 Rs. 的 Ry 而 将 
某 个 数 放 入 了 互 + 二 Bi 从 而 损害 了 Rs, 即使 得 
{ey Cr 4 =1= .A,r C7), 
那么 先前 的 证 据 zx 失去 了 效用 。 我 们 又 需要 另 为 Rs 准备 一 个 候选 
的 证 据 对 象 ,而 且 这 个 候选 证 据 还 不 得 损害 优先 于 Rs 的 需求 .为 
此 我 们 需要 标 出 于 些 证 据 依 然 有 效 , 哪 些 证 据 已 经 可 能 失效 。 由 于 
我 们 无 法 知道 可 能 失效 的 那些 证 据 ( 无 穷 多 个 ) 中 究竟 有 多 少 已 经 
失效 ， 因此 干脆 废弃 所 有 的 可 能 失效 的 证 据 。 就 是 说 ,如 果 我 们 在 
第 :十 1 步 时 为 满足 需求 RR 而 将 一 个 证 据 放 入 4A( 或 B), 那么 对 于 
全 体 j<e， Rj 不 会 受到 损害 ,于 是 此 前 为 满足 RR 而 放 入 B( 或 A) 
的 证 据 依 然 有 效 , 而 对 全 体 j>>e, 此 前 为 满足 RR; 所 放 入 B( 或 4) 
的 证 指 就 不 算数 了 ,因为 它们 可 能 已 经 失效 ， 
定理 的 证 明 递归 地 构造 集合 序列 {4,},ew 和 1{B,},ew ;使 之 满 
足以 下 两 组 需求 ， 
2 {e} 4A， 
Ret1: {te} "BB。 
第 0 步 令 
4 一 成 一 谨 ， 
对 任何 e, 令 
zi 二 (0,e), (在 0 步 后 为 R, 准备 的 候选 证 据 ) ， 
及 
rtes0)=C—1, 
其 中 x* 是 在 0 步 后 为 R 准备 的 蛋 选 证 据 , r(e,0) 是 9 步 后 关 
于 只 的 抑制 函数 。 
第 * 十 1 步 ” 第 每 个 e<cs, 考 察 是 否 有 
fear(zz) 直 一 0Arf2es) 一 一 1] (1) 
或 
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{exart) y=0Ar(2et+1:s)=—1, @ 
如 果 有 e<s 使 由 为 真 , 则 在 这 一 步 关 照 Ra ;将 zx 旋 入 4 
并 令 
XH = rh (将 此 证 据 记 录 在 案 ) 
太 
rt2ess 二 1) 二 (ByeyXxh)3)。 《让 起 一 座 塘 ) 
然后 ;对 每 个 j<<2e, 令 


pH (保留 优先 的 证 据 ) 
及 
六 人 7 十 1 一 产 Cj (保留 优先 的 墙 》 
对 每 个 ;>2e, 令 z 
riys 十 1) 一 一 1 (推倒 后 面 的 雯 ) 
a 


Ti 一 ApoE NT AyE CA UB) Ay> Max{rcg,s1) | 
2e) A yo (3) 
〈 雇 除 后 面 的 证 据 , 并 确定 新 的 候选 证 据 ) 

如 果 是 名 真 , 则 情形 类 似 , 只 是 将 上 面 过 程 中 的 4 换 成 已 ,五 
换 成 4，2e 换 成 2e 十 1 ,如 果 吕 和 名 都 为 假 , 则 维持 原状 。 

最 后 , 令 4= U,4., B= U.B,, 就 完成 了 构造 。 

由 于 在 这 个 构造 中 每 个 R. 都 既是 正 需求 也 是 负 需 求 , 因 此 除 
忆 之 外 ,每 个 R. 都 可 能 受 损害 ,每 个 R. 也 者 可 能 损害 其 后 的 需 
求 ,我 们 来 分 析 一 下 R, 可 能 受 损害 的 次 数 . 记 元 为 尺 的 损害 集 . 

Ko 是 最 优先 的 需求 , 它 不 会 受 损害 ,因此 | 天 | 一 0。 

RR 只 可 能 被 Ro 损害 ,因此 | 了 | 志 1。 

尺 : 受 损害 最 密 的 情形 是 如 下 的 次 序 ,为 关照 5( 正 需求 )R 而 损 
害 了 RstR: 作 为 负 需 求 受 损害 一 次 ), 然 后 ,Rs 又 得 到 关照 ,此 后 ， 
为 了 关 契 ( 正 需求 )Ro 而 损害 了 R 和 RR 作为 负 需 求 第 二 次 受 损 
害 ), 然 后 , 玉 又 得 到 关照 .为 了 重新 关 般 业已 受 损 害 的 及 而 再 次 
损害 RCR 第 三 次 受 损害 ) ,因此 ，!7,| =3。 
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利用 归纳 法 可 以 证 明 ; 对 任意 的 e,，|1.| 志 2 一 1。 
下 面 我们 来 证 明 对 这 样 构造 出 来 的 4 和 五 ,每 个 需求 品 最终 
都 会 得 到 满足 ,用 归纳 法 , 先 考虑 Ru 。 
根据 构造 过程 ,如 果 在 第 ;十 1 步 ( 为 关照 优先 于 RR; 的 Rj) 损 害 
了 RR;; 则 zz 会 改变 ,也 只 有 在 这 种 情形 zx; 才 会 改变 ,由 于 民 不 会 
受到 损害 ,因此 对 任何 的 ,总 有 形 一 40;0) 记 之 为 zo0)。 
如 果 对 某 个 * 有 
{10}2《zo 4 =0, 电 
则 根据 构造 ,xoE A, 由 于 尺 不 受 损害 ,所 以 
0}BCro) = {OS (ro)—0A1—ACro). 
如 果 对 所 有 :国都 不 成 立 , 则 {0j3(Kzo) 不 或 {0}3(zro) 上 闫 0， 
而 此 时 Atxo)=0。 
总 之 {10}? 才 A, 即 R, 总 会 得 到 满足 ， 
固定 i; 设 对 任何 jy 之 i, Rj; 都 满足 . 取 定 最 小 的 ,使 在 s 步 之 
后 对 任何 j<zi， 玉 不 再 被 关照 , 则 对 所 有 1: 宇 s, xi 不 再 变化 , 即 
一 1( 记 之 为 zx)，。 
由 构造 过 程 中 的 图 知 x; 世 AUB,。 
不 妨 设 i 是 偶数 ,i 二 2e(i 是 奇数 时 情形 类 似 , 只 需 将 A,B 百 
换 )。 
如 果 对 某 个 1 汪 s，Rz 在 1 十 1 步 受到 关照 , 则 由 中 知 
{eitre) $y =0AxaE A, 
由 于 此 后 对 任何 j 过 2e，R; 都 不 再 会 受到 关照 ,从 而 Rs 不 会 受到 
损害 ,因此 
{e} (Cra) = {eFCr)}=0F1= .Alr), 
而 且 , 由 于 此 后 Ra 不 再 受 损害 ,因此 也 不 会 再 次 受到 关照 。 
如 果 在 s 步 之 后 RR 没有 再 受到 关照 , 则 xj 也 就 不 会 讽 入 4， 
因此 ACx2.) 二 0, 而 由 全 知 不 会 有 {e} Cry) 二 0。 
总 之 ,fed, 即 只, 满足， 
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随 硝 慌 先 方法 的 蚀 立 ,递归 论 进 入 了 一 个 全 新 的 时 代 。 从 此 开 
如 了 对 图 灵 度 特别 是 对 递归 可 校 举 的 图 录 度 的 深入 ,细致 的 研究 ， 
得 到 了 丰富 的 结果 。 

本 书 所 介绍 的 定理 10. 2. 1 和 定理 10. 3. 1 的 证 明 中 ,为 满足 每 
个 正 需求 只 需 将 有 穷 客 个 数 放 人 所 构造 的 集合 中 ,因此 每 个 负 需 
求 只 会 被 损害 有 穷 史 次, 这样 的 优先 方法 称 为 有 穹 撞 害 的 优先 方 
法 ,后 来 ,萨克斯 、 拉 克朗 和 申 非 尔 芥 等 人 叉 人 鹿 造 了 无 窃 损 害 的 优 
先 方法 (参看 [5]) ,证 明了 更 多 的 定理 .比如 ; 

对 任何 r.e 度 a>0, 存 在 r.e 度 b 使 a 守 b 有 bsia。 

对 任何 r+.e 度 a,b, 如 果 a<b, 则 存在 r.e 度 cc 使 a 二 c<<b( 稠 
密 性 定理 )。 

存在 re 度 a,b>>0 使 得 9 是 am 的 唯一 的 下 界 ( 极 小 对 定理 )。 

存在 ”~e 度 ab, 它 们 设 有 下 确 界 。 

存在 非 re 的 度 a, 使 a< 人 (这 表明 图 9%. 2 中 的 两 个 莱 形 不 是 
重合 的 )。 

存在 极 小 度 剖 ( 邑 m0 且 如 果 a<m 则 3 二 人 0。 

这 些 内 容 不 可 能 在 本 书 中 一 一 介绍 了 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 
L5], 
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1. 证 明 : 对 任何 非 递 妇 的 +x.e 集 吾 ,存在 低 的 单纯 集 4 使 4 
rh 
提示 ; 取 定 3 的 一 个 递归 的 校 举 序列 18,),ew; 仿 照 定理 10. 2. 
1 的 证 明 掀 放 逆 归 的 集合 序列 {Ajsew ,并 要 求 {4) exw 和 {1B,),ew 满 
足 定理 10. 1, 2 的 条 件 ， 

奶 果 Edi 一 4,; 则 (yz}(yE BB,), 
2， 证 有 明 ; 对 任 癌 非 亲 归 的 7. 集 避 ,存在 re 集 4, 五 ,使 得 
A BAC EASrB HB BKrA, 
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提示 : 取 和 定 C 的 一 个 递 扫 的 玫 举 序列 {C,} ev 仿照 定理 10. 3. 
1 的 证 明 构 造 {4,),;en 和 1{B,},en, 并 要 求 14,},en 和 {B,},en 都 对 
1C:jex 满 足 定理 10. 1. 2 的 条 件 , 即 
恕 果 zE 4 一 4, 则 (3y<<z)CyEC 一 C)。 
如 果 xzE BA 一 已 , 则 (>y<z)CyEC 一 C)。 
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